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Kapittel1
Innledning
GrunnlagetfordenneoppgavenblelagtgjennomsamtalermedTechnicalSoftwareCon-
sultants'(TSC)RudiOlufsenogKyrreBratvedt,somytretnskeomautvidermaets
numeriskeplattform.TSCeridagtungtrepresentertinnenprogramvareforreservoar-
simulering,menogsasamtidiginteressertiaunderskeanvendelighetenavmatematisk
modelleringpaandreomrader.Etpersonliginteressefeltinnenlydoglydreproduksjon
fremstodsometmuligutvidelsesomrade,medmangeapplikasjoner.
UnderskelsenskullebaserespaimplementasjoneriTSCshovedprodukt,program-
pakkenFRONTSIM.Omfattendeglobaleendringeripakkenkunneikkeparegnespadet-
teforstadiet,ogimplementasjonenvarmentautnytteeksisterenderutineristrstmulig
grad.Oppgavenvarforholdsvisfrittdenert,menskullekunneleggeetgrunnlagforet
eventueltviderearbeidpafeltethosTSC.
Problemstillingenblefordetteforprosjektetbegrensettilaomfattedenlinere,ho-
mogeneblgelikningen,lstoveravgrensedetredimensjonalevolumermedenklerand-
betingelser.Denneoppgavenvilhaenakustiskvinkling,mendetbrnevnesatblge-
likningenharlangtvidereanvendelsersomistrreellermindregradkanrelaterestilde
videreunderskelsene.
Settfraenakustikerssynsvinkelvildetvreavstorbetydningatdennumeriskemeto-
denerkonsistentmedeventuelleanalytiskemetoder,idenforstandatmetodengirlsnin-
gersomsamsvarermedanerkjentteorivedmodelleringavklassiskeproblemstillinger.En
paflgendegradviskningavproblemeneskompleksitetkangigrunnlagforenrimelighets-
vurderingavnumeriskelsningersomikkekanveriseresdirekte.
Faktiskemaleresultatervarikketilgjengeligesomsammenlikningsgrunnlag,ogdisku-
sjoneromkringblgelikningensfysiskerelevansinngarikkeiemnetfordenneoppgaven.
Eventuellebetraktningervilmattebaserespalsningenskvalitativerimelighet.
Avansertreservoar-simuleringforutsetterlsingavetsettmedhyperbolskedifferensial-
likninger,typiskbasertpasakalteimplisittenumeriskeskjemaersomkreverlsingavstore
likningssystemervedhverttidssteg.Srdeleseffektivelikningslsereerderforenavde
viktigsteegenskapenevedTSCsprogrampakkeFRONTSIM.Implisitteskjemaerkanutvi-
seetspekteravegenskaper,ogdetblevedtattavurderedisseienblge-ogsignalteoretisk
kontekst.
Denteoretiskeakustikkenbrerpregavavreformalisertmedutgangspunktimeto-
derogkonvensjonerfraelektriskkretsteori,ogdettekommersrligtiluttrykkilitteratur-
ensomfattendebrukavkomplekse,periodiskefunksjoner.Innenkretsteorienharmoder-
nedatamaskin-basertesimulatorerapnetforenutvidetbrukavsakalttransientanalyseved
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eksitasjon-responskarakteriseringenavlinerenettverk.Slikeanalyseritidsdomenetkan
gidypereinnsiktihvordansystemethandtereretsignal.Idenneoppgavenerinnfringen
avnoenmetoderfradettefeltettilsvarendetenktaskullegiinnsiktinoennumeriskeme-
todersegnethetvedblgemodellering.
Sammendrag
Oppgaveninnledesmedeninnfringinoengrunnleggendebegreperinnenakustikken,
ognevnernoenfundamentalerelasjonerogkarakteristiskefenomener.Engjennomgang
avpubliserteeksemplerpabrukavmatematiskmodelleringiakustikkensetteroppgaven
innienhistoriskkontekst.Utledningenavdenlinere,homogeneblgelikningenflges
avendetaljertbeskrevet,fulldiskretiseringiromogtid,basertpaeneksibelelement-
metode.Fleksibilitetenersrligknyttettilparameterstyrteegenskaperitidsdomenet,og
sammenhengenmellomparametreneogskjemaetsstabilitetanalyseres.Videreflgeren
kortbeskrivelseavprogrampakkenFRONTSIM,ogdeoppgaverelaterteimplementasjo-
nene.Omfattendetestingdannergrunnlagetforvurderingeromkringmetodenskonsis-
tens,stabilitetogkonvergens.Avslutningsvisgisetpraktiskeksempelpaenakustiskan-
vendelseavmetoden,iformavenmodelleringavStoreSaliOsloKonserthus.
Kapittel2
Akustikk
Vitenskapenomlydkallesakustikk,fradetgreskeakoustos,sombetyr<hring>.Medopp-
rinnelseistudietavmekaniskevibrasjonerogblger,harakustikkenhattviktigeanvendelser
inestenalleomraderavlivet(segur2.1(fraLindsay[44])).Myeavdagenskunnskapom
akustikkeriutgangspunktetervervetvedprvingogfeilinggjennomarhundrene,oger
bareganskenyligblittvitenskapeligformalisert.
Lyderessensieltsettblger,ogdefysiskeprinsippenebaklydblgergjelderogsaal-
leandretyperblger.Detogrunnleggendeblgeformeneerhenholdsvistransversaleog
longitudinale.
Transversaleblgerkjennetegnesvedatbevegelsenernormalt,ellertransversalt,pa
retningenblgenbevegersegi,somblgenlangsetstrukkettaunarendensvingeshurtig
fremogtilbake.Elektromagnetiskeblgersomlysellerradioerogsatransversale.
Gjennomluftellerandremedierpropagererlydiformavenlongitudinalblge,der
denmekaniskevibrasjonensomutgjrblgenharsammeretningsomblgensbevegelses-
retning.Enlongitudinalblgekanobserveresienspiralfjrdernoenavspiraleneklem-
messammenogderetterslippes,slikatenblge,iformavenfortettingavspiralene,be-
vegerseglangsfjren.Blgetransporteniluftutgjresavslikelongitudinalekompresjons-
blger,somiettenktgitteravspiralfjrer.Enlydblgebestarmedandreordavmereller
mindreperiodisketrykkendringerrundtenlikevektstilstand.
2.1 Planeblger
Enplanblgeerenblgesombevegerseggjennomrommetsometplan,ikkesomenkule
medkenderadius.Dettekanf.eks.vretilfelletienkanalmeddiameterunder1/6av
blgelengden[4].Planeblgergirnyttigemodellforenklingervedmatematiskebeskrivel-
seravlyd.
2.1.1 Blgelengde,periodeogfrekvens
Enstemmegaffelvilmedetlettanslaggifrasegenrentonemedenenkeltfrekvens,og
trykkendringeneiensliklydblgegjentarsegmedjevnemellomromirommet.Avstanden
mellomdissegjentagelsenekallesblgelengden,malesiSI-systemet[53]imeterogrepresen-
teresved.Dettarenvisstidforenhelblgelengdeapassereetbestemtpunktirommet,
ogdenneperioden,representertvedT ,malesvanligvisibrkdeleravsekunder.Ilpet
avhvertett-sekundsintervallpassererdessutenetvisstantallblgelengderdettesamme
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Figur2.1:Akustikkensomfangogdisipliner.Deninnerstesektorinndelteringenvisertil
dentradisjonelleinndelingenavakustikken,mensdenyttersteringennevnertekniskeog
kunstneriskeanvendelsesomrader.
punktetirommet,ogdetteantalletbetegneslydblgensfrekvens.Frekvensmalestradi-
sjoneltihertz(Hz)ellerkilohertz(kHz),ogrepresenteresvedf.Menneskerhrertypisk
frekvensermellom20Hzog20kHz.
Sammenhengenmellomfrekvensogperiodeer
f =
1
T
;
ogitilleggerrelasjonenmellomblgelengde,frekvensellerperiodeogblgenshastighet
cgittved
c = f =

T
:
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2.1.2 Lydtrykk
Enlydblgeerenforstyrrelseimedietslikevektstilstand,ogivskeroggassergjrtrykket
lokalesmautsvingomkringatmosfretrykket.Detlokaleavviketfralikevektkalleslyd-
blgensamplitude,erenskalarstrrelse,representeresoftevedA,ogmalesipascal(Pa),
ellerN=m
2
.Detatmosfrisketrykketved<standardatmosfre>deneresnormaltsom
10
5
Pa,eller10
5
N=m
2
.Denminsteamplitudenforentrykkendringsomkanoppfattesav
detmenneskeligereteromtrent10
 5
Pa,menssmertegrensenliggeromkring10Pa.Tryk-
kendringeneilydblgereraltsamegetsmaiforholdtilatmosfretrykket.Vedslikesma
amplituderpropagererenlydblgelinert|dvs.medsvrtlitetap,dispersjonelleran-
nenendringiblgeformen.Signikanteulineariteteroppstarfrstnarblgensamplitude
naromtrent100Pa,svarendetil1=1000avatmosfretrykket.
Narluftbevegelsenesomutgjrenlydblgeersma,erhevingeneogsenkningeneitryk-
ketogsasmaogtilnrmetlikestore.Tilstandslikningenforenideellgasstilsieratdersom
enlukketboksmedgasskes(hurtig)ivolummed50%,senkestrykketbareomkring30%,
mensentilsvarendevolumreduksjonmedfrerendoblingavtrykket.Resultateterennetto
trykkkningvedamplituderover100Pa.
2.1.3 Intensitet
Lydintensitetellerenergiukserenvektorstrrelse,medenhetW=m
2
,sombeskriverkvan-
titetenogretningentilnettoytenavakustiskenergiietgittpunkt.Lydtrykkertilsammen-
likningenskalar.
Detkanvises[20]atintensitetsvektoren,ietmediumutennettomasseyt,svarertildet
tidsmidledeproduktetavtrykketogpartikkelhastighetenietpunkt,uttryktved
I = p(t)  u(t); (2.1)
deroverstrekmarkerertidsmidling.Uttryktienakseretningkan(2.1)seesahadenelektr-
iskeanalogen<effekt=spenningstrm>.
Imotsetningtillydtrykkskillerlydintensitetmellomdenaktiveogreaktivedelenavet
lydfelt.Denreaktivekomponentenviltidsmidlestilnull,ettersomdenbestarienytav
energiienretningifrstehalvperiode,ogeneksaktlikestorenergiytimotsattretning
iandrehalvperiodeavensvingning.Reaktivintensitetutgjrlikevelendelavdentotale
energitettheten.
Partikkelhastighetkanlikeledesogsasplittesienaktivogreaktivkomponent,herkalt
u
aktiv
ogu
reaktiv
,deru
aktiv
erifasemedtrykketogu
reaktiv
er90
0
uteavfasemedtrykket.
Vedtidsmidlingvilbareproduktetmellomu
aktiv
ogtrykketvreuliknull,somvistig.
2.2.
Irentreaktivelydfelterintensiteten,ogdervednettoenergitransport,liknull,somvist
ig.2.2.Eteksempelerenideellstaendeblge,dertrykketharmaksimavedveggater
derpartikkelhastighetenernull.Partikkelhastighetenkanseesavre90
0
uteavfasemed
lydtrykket.
Enplanblgeifrittfelt(se2.2.8)ereksempelpaetrentaktivtlydfelt,derpartikkel-
hastighetenkannnesfratrykketveddenakustiskeanalogentilOhmslov(<strm=
spenning/resistans>),
u
aktiv
=
p
c
;
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p p
u(aktiv) u(reaktiv)
p x u(aktiv) p x u(reaktiv)
p x u(aktiv) − tidsmidlet p x u(reaktiv) − tidsmidlet
Figur2.2:Aktiveogreaktivelydfeltiendimensjon.Trykketsmagnitudeogfase(verst)
forbliruendretietreaktivtfelt,menspartikkelhastigheten(nestverst)faseforskyves90
0
,
slikatproduktetavtrykkoghastighet(nederst)tidsmidlestilnull.
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dercermedietsakustiskeimpedans.Intensitetsmagnitudenerdatilsvarendegittved
jIj = p  u
aktiv
=
p
2
c
=
p
2
RMS
c
;
derbenevnelsenRMS(=<RootMeanSquare>)henspeilerpaatdetteerdentidsmidlede
amplitudentilenperiodiskstrrelse.Intensitetkanmedandreordberegnesindirektefra
lydtrykkunderfrittfelts-betingelser,dercermedietsakustiskeimpedans.
Akustiskimpedans
Generelter(spesikk)akustiskimpedansenkompleksfunksjon,denertsomforholdet
mellomtrykketogpartikkelhastigheten.Impedansenerenskalar,menkannnesfrapartikkel-
hastigheteniengittretning.Detkanforeksempeloftevrehensiktsmessigaberegne
impedansennormaltpaatentilenlydkilde.Denakustiskeimpedansenerdenertover-
altifeltet,menharsrligmeningparanden,knyttettilenergi-kilderog-sluk.Deeste
anvendelseneavakustiskimpedansersaledesrelaterttilstudieromkringmaterialerslyd-
absorpsjon(se2.2.2)oglydkilderseffektivitet.
Desibel
Hremekanismentaklerbademegetsmaogmegetstoretrykkblgervedavreuliner,i
denforstandatmekanismenermereffektivisinresponsovenforlydermedlitenamplitu-
deennovenforlydermedmegetstoramplitude.retsulinearitetgjrdethensiktsmessig
aanvendeenlogaritmiskskalavedbeskrivelseravlydintensitet,ogipraksiserdesibel(dB)
mestkjent.Lydintensitetgittidesibeldeneresved
L
I
= 10log(
I
I
0
);
derL
I
erintensitetidB,maltiW=m
2
.ReferanseintensitetenI
0
,tilsvarende0dB,erinten-
sitetentilen1kHz lydblgevedhregrensen|omtrent10
 12
W=m
2
.
L
I
(dB) W=m
2
Eksempel
130 10 Artilleri-ildpanrthold(smertegrense)
120 1 Rockekonsert,jetmotorpanrthold
110 10
 1
Hyorkestermusikkfrapublikumsplass
100 10
 2
Elektrisksag
90 10
 3
Innvendigibussellerlastebil
80 10
 4
Innvendigibil
70 10
 5
Gjennomsnittliggatesty,hytelefonringing
60 10
 6
Normalsamtale,apentkontorlandskap
50 10
 7
Restaurant,privatkontor
40 10
 8
Stilleromiprivathjem
30 10
 9
Stilleauditorium,soverom
20 10
 10
Radio-,TV-ellerinnspillingsstudio
10 10
 11
Lydtettrom
0 10
 12
Totalstillhet(hregrense)
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DesibeleriSI-systemet[53]strengttatterstattetavNeper(Np),denertved
L
I
=
1
2
ln(
I
I
0
);
medL
I
ogI
0
somover.
2.2 Sfriskeblger
Irealitetenbevegerenblgesegsjeldenienrettlinje,menekspandereristedetiformav
enrekkesfriskeblgefronter.Hvertpunktpaenblgeerisegselvenkildetilsfris-
keblger,kjentsomHuygens'prinsipp.Huygensvistevedprinsippetomsuperposisjon
A B C
Figur2.3:Huygens'blgefronter,vistmedfrontenetilhhv.sirkulre(A)ellerplane(B)
blgersomkilde.(C)viserdiffraksjonrundtethjrnebasertpaHuygens'prinsipp.
atenvilkarligblgefrontersummenavet(uendelig)antallsfriskeblgefronter,der
hverblgefrontbevarersinopprinneligeform.Observerteblgefenomenererresultatav
destruktivellerkonstruktivinterferens(2.2.6)mellomslikeblger.Prinsippeterogsagrunn-
leggendevedFourieranalyse.
2.2.1 Inverskvadratlov
Iteorienvilenplanblgepropagereiallevighet,uendretogutentap.Dettegjelderikke
sirkulreellersfriskeblger,derintensitetenavtarmedavstandenblgenpropagerer.
Etterhvertsomdesirkulreellersfriskeblgefronteneekspanderer,fordelesenergien
overenstrreogstrreoverate,gittvedgeometrieniekspansjonen.Energienpr.lengde-
enhetrundtomkretsenavensirkelfallerlinertmedkenderadius,mensenergienpr.
ateenhetiensfriskblgereduseresmedkvadratetavradien.
Uttryktidesibelfallerintensiteteniensfriskblgemed6dB forhverdoblingav
avstandenfrakilden.
2.2.2 Absorpsjon
Itilleggtildetgeometriskeintensitetsfalletbeskrevetveddeninversekvadratlov(over),
omdannesenlitendelavdenmekaniskeenergienienlydblgetilandreenergiformer
gjennomereulikefysiskeprosesser.Igasserogvskererviskositetenviktigarsaktil
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slikomdanning.Ulinerefenomenersomfremmerovergangfrakoherenttilinkoherent
molekylrbevegelseeristrreellermindregradkjentfraalletyperavmedier.Dissetofys-
iskeprosesseneutgjrdenklassiskeabsorpsjonenavenlydblge.Dennetypeabsorpsjon
erproporsjonalmedkvadratetavlydblgensfrekvens,uttryktved=f
2
,derermateria-
letsabsorpsjonskoefsientogf erfrekvens.
Noenabsorpsjonskoefsienter:
Gasser 
Helium 52:5
Hydrogen 16:9
Nitrogen 133:0
Oksygen 165:0
Luft 137:0
Karbondioksyd 140:0
Vsker 
Vann,ved0
o
C 0:569
Vann,ved20
o
C 0:253
Vann,ved80
o
C 0:079
Kvikkslv,ved25
o
C 0:057
Metylalkohol,ved30
o
C 0:302
2.2.3 Diffraksjon
DiffraksjoneretdirekteresultatavHuygens'prinsipp,ogerlydblgersevnetilaavbyes
vedhjrnerogtilaspresetterpasseringavetlitehullellerenslisse.Enplanblgevil,etter
passeringavendelbarrieresomvistig.2.3C,avbyesogspresinnoveribarrierens<skyg-
ge> somsirkulreellersfriskeblgefronter,forutsattatbarrierenogblgelengdeneer
avsammestrrelsesorden.
Enlydblgesevnetiladiffraktererundtobjekterreduseresmedkortereblgelengder,
relativttilstrrelsenpaobjektene.Erblgelengdenkortnok,vilblgenomtrentikkedif-
fraktere,ogdetdannesenakustiskskyggebakobjektet.Omvendtvilenblgepassereet
objekttilnrmelsesvisupavirketnarblgelengdenerlangiforholdtilobjektetsstrrelse.
2.2.4 Refraksjon
Refraksjonerbyningellerspredningavlydblgerpagrunnavendringeriblgenspropagasjons-
hastighet.Eteksempelerrefraksjonsomskyldesatmosfrensnaturligetermiskegradien-
ter.Ettersomlydblgerpropagererhurtigereivarmluft,erlydhastighetenhyerenr
jordensoverateomdagen.Lydenrefrakteresdatypiskoppoveriatmosfren.Omnat-
tenkanforholdetvreomvendt,slikatlydblgerrefrakterestilbakemotjordoveraten,
oglyderkanhresklartoverlangeavstander.
2.2.5 Reeksjon
Reeksjonerspillerenviktigrolleirom-ogauditorieakustikk,ogeristorgradavgjrende
forhvorvidtensaleregnetformusikkoppsetningerellerandreformal.
Enakustiskreektorkandirigereenblgefrontpatilsvarendematesomenlysreektor
dirigererlys,ogreektorerbenyttestilenrekkeformal.Parabolskemikrofonerbenytter
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reektorerforafokusereparallellelydblgertiletpunkt,slikatsvakelyderforsterkes.I
konsertsalererslikfokuseringunsket,ogglatte,kurvedeaterbrderforunngas.
Narlydpassererfraetmediumtiletannetmeduliklydhastighet,reekteresnoeav
lydenvedovergangen,mensrestenpasserergjennom.
2.2.6 Interferens
Interferenseretfenomensomoppstarnarblgefrontersummerespabasisavsuperposi-
sjonsprinsippet.Toblgefronterpasammestedtilsammetidkaninterfererekonstruktivt
dersomdeerifase,ellerdestruktivtdersomdeeruteavfase.Konstruktivinterferensker
densummerteblgensamplitude,mensdestruktivinterferenskanmedfretotalkansel-
lering.
Styundertrykkingerenmuliganvendelseavdestruktivinterferens.Dettekanskje
vedsanntidsmalingogaktivreproduksjonavstyen,menimotsattfase,slikatdestruktiv
interferensredusererstynivaet.
2.2.7 Nrfelt{fjernfelt
Omradetinrhetenavenlydkildebetegnesoftenoeupresistfornrfeltet.Tomervel-
denertebetegnelsererhenholdsvisakustisknrfeltoggeometrisknrfelt[45].Detakust-
iskenrfeltetdeneressomomradetnrenlydkildederdenreaktiveintensitetenikke
erneglisjerbarsammenliknetmeddenaktive.Detgeometriskenrfeltetertilsammen-
likningdenertsomomradetnrenlydkildesomkjennetegnesvedsrligdypeminima
ellernulleritrykket,slikatdetavgittefeltetikkekanapproksimeresvedplaneellersfr-
iskeblger.Dettilsvarendegeometriskefjernfelteterkarakterisertvedplaneellersfriske
blgerderdenreaktiveintensitetsvektorengjernekanvrestor,menavvikerlitefraret-
ningentildenaktive,slikatpartikkelbevegelsenerrettlinjetogikkeelliptisk.
2.2.8 Frittfelt
Enlydkildesomplasseresienomgivelsesomermegetstorirelasjontildenavgittelyd-
ensblgelengde,deravgrensendeaterersvrtlangtunnaogeventuelleandreobjekter
megetsmaellersvrtlangtunnaiforholdtilblgelengden,siesavreietfrittfelt.
2.3 Staendeblger
Toidentiskesinusoidalelydblgersombevegersegimotsattretninggjennometrreller
enkanalvildanneensakaltstaendeblge,dvs.enblgesomikkebevegerseginoenrom-
retning.Denstaendeblgenersinusoidal,somdetoblgekomponentene,ogoscillerer
medsammefrekvens.Denkjennetegnesdessutenvedsakaltenodermedenhalvblge-
lengdesavstand,medantinodermidtimellom.Den-teharmoniske(n = 1; 2; 3) staende
trykkblgeneirrsomhenholdsviserapneibeggeender,lukketienendeellerlukketi
beggeenderervistig.2.4.
2.3.1 Heltlukketrr{heltapentrr
Ietlukketrrharenstaendetrykkblgevedn = 1,ellergrunnfrekvensen,trykk-antinoder
ihverendeogentrykknodeimidten,slikatlengdenavetlukketrrerlikenhalvbl-
2.3.ST
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Figur2.4:Defrstetreharmoniskestaendetrykkblgeneirrsomhenholdsviserapnei
beggeender,lukketienendeellerlukketibeggeender.Trykknoder(X)og-antinoder(O)
erangitt.Denandreharmoniskennesikkeienlukketkanal.
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gelengde.Tilsvarendeforetapentrr,mentrykk-antinodenerdaanneimidten,mens
trykknodeneerihverende.Grunnfrekvensen(f
1
)erdervedgittved
f
1
=
c

1
=
c
2L
ll
=
c
2L
åå
;
derL
ll
ogL
åå
erlengdenavrretsomerhenholdsvislukketibeggeenderellerapenti
beggeender.Blgelengden
n
tildeflgendeharmoniskeervideregittved

n
=
2L
ll
n
=
2L
åå
n
;
medfrekvens
f
n
=
nc
2L
ll
=
nc
2L
åå
= nf
1
:
2.3.2

Apentienende
Etrrsomerapentienendeoglukketidenandre,harentrykknodeveddenapneenden
ogentrykk-antinodeveddenlukkede,slikatlengdenL
lå
avrrettilsvarerenkvartbl-
gelengde.Randverdieneietsliktrrtillaterbareetoddeantallkvartblgelengderlangs
engittlengde,slikat

n
=
4L
lå
n
; nodde:
Staendeblgerietrrsomerapentienendeoglukketidenandreinnebefatteraltsabare
frekvensersomtilsvareroddeharmoniske,slikat
f
n
=
nc
2L
lå
= nf
1
; nodde:
2.3.3 Rektangulrebokser{rom
Etluftromformetsomenrektangulrbokskjennetegnesvedenrekkeikke-harmoniske
(luft)resonanseriformavstaendeblger.Deavgrensendeateneertrykk-antinoder,og
detdannesstaendeblgermellomtoogtoparallelleater,ogmellommerkomplekse
kombinasjoneravater.Volumerbyggetoppavrektangulreseksjonerkjennetegnesved
treklasseravresonanser,aksielle,tangentielleogoblikke,medfrekvensergittvedrelasjonen
f =

c
2

v
u
u
t

n
x
L
x

2
+
 
n
y
L
y
!
2
+

n
z
L
z

2
;
derL
x
,L
y
ogL
z
erdetrektangulrevolumetsdimensjoner,ogn
x
,n
y
ogn
z
erpositive
heltall.Permutasjoneravn
x
,n
y
ogn
z
dertoverdierernullgiraksielleresonanser,en
verdiliknullgirtangentielle,mensallen
x
,n
y
ogn
z
uliknullgiroblikkeresonanser.Selv
omdeaksielledempesminstogdeoblikkemest,saerdetlikeveldetstoreantalletoblikke
resonansersomdominerervedhyerefrekvenser,ogstatistiskteoriutgjrgjernedetbeste
modelleringsverktyet.
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2.4 Romakustikk
Studietavhvordanlydoppfrersegietrombaserersegihovedsakpatoteorier{blge-
teorienogdengeometrisketeorien.Dengeometrisketeorien,frstpresentertavSabine[58],
erenkel,meneffektivnardetgjelderaidentiseredeviktigsteparametrenesominnvirker
paetterklangstiden.Dengiretbrukbartinntrykkavrommetsakustiskeegenskaper,og
anvendesderfornrmestuniverseltifrsteutkastvedakustiskromkonstruksjon.Merde-
taljertestudierkreveranvendelseavblgeteorien.
MorseogBolt[49]girenomfattendegjennomgangoganalyseavromakustikken,dis-
kutererSabinesogandresgeometrisketeorierogpresentererenteorisominnebefatter
romresonanserograndatenesakustiskeimpedans.Anvendelsenavrandimpedanstil-
lateratstivhetogmasseinuererresonansfrekvensenesavelsomdempingen.Blgeteorien
erbeskrevetilitteraturenavMorse[48]ogMorseogIngard[50],ogbegrensersegihoved-
saktilrektangulreromseksjoner.
2.5 Matematiskmodelleringogakustikk
Etavdenteoretiskeakustikkensviktigstemalharvrtakunnemodellere,ogderved
forutsi,deakustiskeegenskapenevedetmerellermindreavgrensedeluftvolum,somfor
eksempelrom,resonatoreroguliketyperakustiskeltre.Tidligidetnittendearhundre
samletSabine[58]storemengderdataomeksisterendeakustikkrom,ogkunnepabasisav
dettefastsetteempiriskeretningslinjertilbrukvedfremtidigekonstruksjoner.
Innen1930blemetoderbasertparandatersom<akustiskespeil>anvendtforastu-
dereetterklangstidirom[18].Metodenharsenerevrtbenyttetmyeiutforskningenav
hvasomkrevesavluftvolumerderlydskeskontrollert.
Enalternativ,mentilsvarende,teknikkersakaltraytracing,derlyd-<straler> (rays)
antasastraleutfrakildenialleretninger[40].Stralenestarnormaltpablgefronten,og
nardetrefferenrandateblirdedelvisreektertogdelvisabsorbert,avhengigavover-
atensabsorberendeegenskaper.Enavteknikkensbegrensningerliggeridenalminnelige
antakelsenomatreeksjoneneerspekulreogikkediffuse,menmodiserteteknikkerfor
akommerundtproblemetharvrtvist[64].Borish[6]utvidet<speilbilde>-teknikkenog
diskuterteraytracingensbegrensninger.
GibbsogJones[23]diskutertespeil-kilde(<image-source>)tilnrmingenmedhensyn
paberegningavlydfelterienkle,rettvinklederom,menmatteantaabsorpsjonskoefsienter
pa0:27   0:88 forafabrukbareresultater.Metodenharvistsegahabegrensningernar
absorpsjonenerliten.Waterhouse[65][66]benyttettilsvarendemetoderforastuderereek-
sjonerfraakustiskerandater.Analysenebegrensetsegtilmaksimalttreortogonaleveg-
ger,ogkunnederforikkeforutsiresonansfenomenersomstaendeblger.
2.5.1 Elementmetoden
Elementmetodenharblittenuniverselllsningsmetodeforstatiskogdynamiskanalyseav
strukturellesystemer[3][10][68].Ilpetavdetresistetiareneharmetodenvrtanvendtpa
y-ogromfartsstrukturer,pabygningerogandresivilestrukturer,ogogsapamaskiner
oglandbasertekjrety.Kommersielleprogrampakkerfordennetypensimuleringerer
alminneligtilgjengelige,ogsaforPC.
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Tilpassingenavslikefaststoff-strukturelleelementmetodertilbrukvedrepresentasjon
avuider(vskeroggasser)eravnyeredato,oganvendelseneikkelikeutbredt.Eksem-
pelviserdetakustiskefeltetomkringentransduser[37][38][41][47][59]ikkelikeinngaen-
destudertsomderentstrukturelleegenskapenevedtransduseren[39][52][60][63].Enar-
sakkanvreatmangeakustiskeproblemstillingerbaserersegpaantakelsenometsakalt
<frittfelt> (se2.2.8),sompr.denisjoneretsvrtstortdomene.Analyseravlydkilder
ifrittfeltkreverbrukavspesielleteknikkerforaavgrensedomenetogdervedbegrense
likningssystemetsstrrelse.
Randbetingelser
Erelementmetode-domenetstortnoktilatdeterminerenderandateneerutenforkildens
geometriskenrfelt(se2.2.7),viltrykkogpartikkelhastighetvreifase,ogmedietsimpe-
danskanantaslikc.Dettekreveroftestoredomener,ogantalletelementerkaninoentil-
fellerbliuhandterlig.Ielementmetode-programmermedtrykksomnodevariabel,maman
vedensliktilnrmingkontrollereatdempingsmatrisen(senedenfor)harverdien1=calle
stederpahoveddiagonalensomsvarertildeterminerenderandatene.Dempingsmatrisen
vilpadenneformenvrefullstendigimaginrsomresultatavdenrentdissipativerand-
en.
Kagawaetal.[37]ogOsipovogShirkouskii[55]benyttetenc-randmedgodtresul-
tat,menmedetstortantallelementer.Strrelsenpaproblemetkaneventueltreduseres,
utenaavkortedomenet,vedaintroduseresakalte<uendeligeelementer>[5].Basertpa
enforholdsvisenkellineravbildningfraetuendeligdomenetiletendelig,harmetoden
funnetmangeanvendelserinnenfysikkogteknikk[69].Entredjemuligheterabenyttetest-
funksjonermedverdierognormalderivertesomtilsvareranalytiskefjernfelts-lsningeri
randnodene.DettebleanvendtavSwenker[62]ogJanseogKaizer[30].
Problemetsstrrelsekanreduseresdrastiskvedforeksempelaantaatkilden(trans-
duseren)ermontertienbaffel,slikatimpedansenibaffelapningenkanapproksimeres
meddenklassiskeanalytiskelsningenforetrigidstempelienuendeligbaffel.Randen
bringesdatypiskinnitransduserensnrfelt(se2.2.7),slikatrandimpedansengarover
tilablibadereaktivogdisspativ.Ettersomrandaten,iformavethullibaffelen,ikkeer
rigid,vilenkeltehyereordensfenomenerkunneintroduserefeil[22].
Metoderderrandenbringesinninrfeltetogimpedansenmodelleresanalytiskhar
ogsavrtpublisertavHunt[28],somterminertemedenadmittansgittvedsfriskehar-
moniskefunksjoner,ogberegnetdet<ytre> lydfeltetmedenintegrallikningsteknikkpa
basisavtrykkfordelingenidet<indre>elementmetode-domenet.AstleyogCummings[2]
beregnetlydfeltetfraenuendeligkanal(ipraksisensakalt<linjekilde>),oglotetsylindr-
iskelementmetode-domeneforbindekanalenogdetanalytiskeytrefeltet,mensKristian-
senogJohansen[41]lotetsfriskelementmetode-domeneinneholdeenaksesymmetrisk
hornhyttalerutenbaffel.Moritaetal.[47]modellertefeltetrundtenhornhyttalerien
baffelmedenkombinasjonavelementmetodenogGreensfunksjoner.
Demping
Deestestrukturelleelementmetode-problemerkanlsesmedhensynpamasse-ogstivhets-
matrisenealene.Forenklingenerrimeligpabakgrunnavdenvanligvismegetbegrensede
dempingenislikeproblemer,ogeventueltkanlittdempingleggestiletteratlsningener
funnet.
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Iakustikkenkantilsvarendeforenklingerbenyttesforlettdempedesystemer[21],og
Craggs[11]ogShukuogIshihara[61]harrapportertgoderesultateretteranvendelseav
elementmetodenvedberegningavresonanseriirregulrerom.MilnerogBernhard[46]
studerterommedtoparallelleatervedbrukavelementmetoden,ogoptimertepropor-
sjonerogresterendeatevinklermedhensynpaenjevnestmuligfordelingavresonansene.
Kagawa[34]visteatelementmetodenkunnebenyttestilmodelleringavakustiskeltre,
oggavetberegningseksempel.YoungogCrocker[67]beregnetoverfringskarakteristikken
tiletto-dimensjonaltakustiskltermedenelementmetode-tilnrming,ogsammenliknet
resultatermeden-dimensjonalplanblgeteori.KagawaogOmote[35][36]anvendteteknik-
kenpaaksesymmetriskeakustiskeltremedvilkarligsirkulrttverrsnitt,ogsammen-
liknetdeberegnederesulatenemedmalinger.Teknikkenvistesegaforutsioverfrings-
karakteristikkenmedgodnyaktighet.
Ovennevnteltermodellervartilegnetstudieravutelukkendereaktivefenomener,og
omfattetikkeenergitransport.Energitransport,ellerintensitet(se2.1.3),forekommerkun
idissipativesystemersomkjennetegnesvedfaseforskjellerilsningenoverulikedeler
avdomenet.Dissipasjon,ogdervedogsamodelleringavintensitet,kreverinformasjon
ombadeamplitudeogfasevinkel,ogforutsettermedandreordendempingsmatrisemed
komplekseverdieritilleggtildevanligemasse-ogstivhetsmatrisene.Randendermodel-
lentermineresmadessutenogsakunnerepresentereenergidissipasjon.
Metoderbasertpakompleksrandimpedansinnebefattersomregelenantakelseomat
medietsreaktiveegenskapervedrandatenerrentlokale[12][13][37].Antakelsenerikke
ndvendigvisgyldig,menkangibrukbareresultaterutenamattekestrrelsenpaprob-
lemet,ogdettilhrendelikningssystemetsomskallses.
Craggs[12]benyttetelementmetodenparentreaktiveakustiskeltre,modellertsom
dissipativepagrunnavenergiensomforsvinnerutgjennominn-oguttakeneilteret.
Kagawa,YamabuchiogMori[37]presenterteentilsvarendeformulering,ogvisteitillegg
treberegningseksemplerderresultatenesammenfaltgodtmedmaleresultater.Craggs[14]
utvidetelementmetodentilogsaaomfatteabsorpsjonsmaterialet,ogmodellertederved
utvidedereaktivematerielegenskaper.Ettersometstrreantallfrihetsgradererpakrevet,
kerbrukenavegneabsorpsjonselementerproblemetsstrrelse.Spesiellemetodermatte
dessutenanvendesforakopleabsorpsjonselementenetildetakustiskesystemet[15][16].
2.5.2 Spektralmetoder
Ennrtbeslektetapproksimasjonsteknikksomharvrtanvendtiutstraktgradinnen
uidmekanikken[9],ogtildelsogsainnenseismiskmodellering[56],ersakaltespektral-
metoder[7][24].Metodeneergenereltgodtegnettilblge-problemer,ettersombasisfunksjonene
(se4.1)inoengradinneharfeltetsblgenatur.Spektralmetodenekreverderforgenerelt
frrefrihetsgraderenndiskreteelement-ogdifferansemetoder.Tilgjengjeldegnerme-
todenesegbestforglatteblgefunksjoneroverdomenermedmegetenkelgeometri,og
taklerikkediskontinuitetersrliggodt.
2.5.3 Tidsdomenet
Teorienbaklinerefunksjonsrom(se4.1)viseratenfullverdigfunksjonsrepresentasjoni
enreferanserammekanlineravbildesoverienlikefullverdigrepresentasjonienannen
referanseramme,ogsaselvomdennyerammenharlaveredimensjonalitet,forutsattatvis-
sekravertilfredsstilt.Detteerblantannetenavforutsetningenebakenhverdiskretisering,
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sompr.denisjoninnebrerenreduksjonidimensjonalitet[8].
AkustikkeneretavfeltenederFouriersteorieromlinereveidesummeroverorto-
normalefunksjoner,srligrepresentertvedsinus-ellerkomplekseeksponensialfunksjo-
ner,harfattstrstgjennomslag.Ipraksiserdettefundamentetfordensakalte<steady
state>-analysenavakustiskeproblemer.Herbenyttesenperiodiskfunksjonmedpassen-
defrekvenssomdrivendefunksjon,eksempelvisgittved
p(t) = p
0
e
j(!
0
t+)
;
der!
0
= 2f
0
,medf
0
somfrekvens,perlydtrykk,p
0
erRMS
1
amplitudeogerfase.Pe-
riodisitetenapnerforattidsdomenet,somenegendimensjon,ikketrengerabetraktessom
delavreferanserammen.Klassiskanalytiskakustikkharmedutgangspunktidette<lant>
etkomplettsettavmetoderfraelektriskkretsteori,noesomistorgradformetakustikken
someksaktvitenskap[4].
Idatamaskinenestidsalderer<steadystate>-analysenfortsattdominerende,ikkeminst
understreketvedatsamtligeovennevntereferansertilanvendelseravnumeriskemetoder
innenakustikkenerbasertpaenslikreferanseramme.Matematisksettbetyrdetteatde
esteakustiskeproblemstillingenekanrepresenteresiformavelliptiskedifferensiallik-
ninger,ogdasrligulikevarianteravHelmholtz'likning[4],forlydtrykkgittved
r
2
p =  

!
0
c
0

2
p ;
der!
0
ogp ersomover,ogc
0
erlydhastighet.Elliptiskedifferensiallikningerermeget
godtrepresentertidennumeriskeanalysen,oglsningsmetodererinngaendebeskrevet
(sef.eks.referanseri[31]).
Etavdenteoretiskeakustikkenshovedmalermodelleringavakustiskeegenskaper
ogfenomener.IenutvidetEuklidskgeometrikanmodelleringavblgerbetraktessom
etredimensjonaltproblem{dvs.treromdimensjonerogtid[25][26].Tryktfremstilling
tillaterkuntodimensjonalrepresentasjon,evt.basertpaforholdsvisenkellinermapping
fratredimensjoner,ogbaresrdelesoversiktligelsningertillatereneventueltytterligere
innfringavtidskoordinaterimappingen(f.eks.iformavfasefronter).Dersomhensikten
medmatematiskmodelleringeraginyinnsiktietproblemkompleks,kandeneventuelle
kompleksitetenidenvisuellefremstillingenavenlsningtenkesavremedpaabegrense
modelleringensmuligheter.
Komplekse,erdimensjonalenumeriskeberegninger,gjernehentetfrareelleeksemp-
ler(sef.eks.7.1),stillerspesielthyekravtilfremstillingsform.Visuellpresentasjon,eller
visualisering,avnumeriskedatahardaogsablittenegenfagdisiplin.Idenseneretidhar
denraskeutviklingeninnenbadehard-ogsoftwareapnetforaintroduseretidsdomenet,
iformavsakaltanimert(bevegelig)visualisering,ogdettemakunneseessomsrliggodt
egnetforpresentasjonavdatafranumerisklstepartielledifferensiallikninger.Utbredels-
enavdetsakalte<WorldWideWeb>forinformasjonsoverfringkandessutenogsatenkes
agjrepubliseringavanimertelsningspresentasjonermervanlig.
2.5.4 Andreordensuks-konservativelikninger
Blgelikningen,enandreordenspartielldifferensiallikningforakustiskeblger,ermedhen-
1
RootMeanSquare,seseksjon2.1.3
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synpatrykketgittved
@
2
p
@t
2
= c
2
0
r
2
p ;
medpogc
0
somover,ogutledesikapittel3.Denkarakteriseresblantannetvedavre
utendiffusjon,ogregnesiklassenavhyperbolske,sakalteuks-konservativelikninger,pa
formen
@u
@t
=  rF(u) ;
deruerenvektor,ogFrefererestilsomkonservertuks.Linereandreordenslikningerpa
denneformenkanomformestilsystemeravfrsteordenslikninger
@u
@t
=  
d
X
i=1
A
i
@u
@x
i
;
derd = m   1 erromdimensjonen,x
i
erromkoordinatene,A
i
ersymmetriskem  m-
matriseroguerenm-vektor.Dentredimensjonaleblgelikningenkanomformespadenne
matenvedforeksempelabenyttenotasjonen
u =

@p
@t
@p
@x
@p
@y
@p
@z

T
;
derperlydtrykketsomgittover,ogfx; y; zgerromkoordinater.Stabileognyaktigeme-
toderforslikefrsteordenshyperbolskelikningssystemerharvrtvist[31](seogsaspe-
sielt[32][33]),menettersomomformingavdentredimensjonaleblgelikningenipraksis
redoblerantalletvariable,kandetuansettvregodgrunntilaforskeaapproksimere
likningenidenformdenstar.
Johnson[31]skriveratnumeriskemetodermedgodstabilitetoghynyaktighetfor
andreordenshyperbolskeproblemerikkeerkjent,menskissererlikeveletikkenavngitt
trestegsskjemabasertpatidsdiskretiseringavsystemetavordinredifferensiallikninger
somfremkommervedsemidiskretisering(se4.4)avblgelikningen.Metodenkreverto
variableihvertnodepunkt(U og@U=@t),oghartoparametresomkanvarieresforagi
ulikeegenskaper.Hanvisertilytterligereenklasseavmetodermedvariableparametre
kaltNewmarksmetode[51],ogskissererogsaheretskjemasomkrevertovariable(U og
@U=@t)ihvertnodepunkt.ZienkewicsogMorgan[69]beskriverentrestegsmetodesom
svarertilNewmarks,ogutlederdennesomenelementmetodeitidsdomenetmedbareen
variabelihvertnodepunkt.Degirogsaenstabilitetsanalyse.
Vedetbestemtvalgavparametrevilbeggeovennevntemetodersvaretildenkanskje
mestkjentemetodenfortidsdiskretiseringavblgelikningen|denklassisketrestegssent-
rertedifferanse-metoden[31][43].Metodenereksplisitt(se4.7.3),haringennumeriskdem-
ping,ogfungereriflgeJohnsonmegetgodtdersomdeneksaktelsningenerglatt,men
diskontinuerligeinitialdatakanmedfrekraftigespuriseoscillasjoner.
Elementmetoderanvendtoverhelerom-tids-domenetermindrevanlig,averear-
saker[69].Etstorttidsdomenekanresultereietuhandterligstortlikningssystem,som
dessutengenereltblirusymmetrisk,selvmedGalerkin-vekting(se4.4.3).Tidsdomeneter
geometrisksettukomplisert,ogenkledifferansererderfornrliggende.Eneventuellvi-
sualiseringavenirregulrrom-tidselementmetodelsningkandessutenvrevanskelig
aoppfatteintuitivt.
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HughesogHulbert[27]visteenelementmetodeformuleringibaderomogtidforandre-
ordenshyperbolskedifferensiallikninger,menforusatteenvissregularitetidiskretiserin-
genogtidsstegproporsjonalemedelementenesstrrelse.Flereminstekvadratersleddvar
lagttiliskjemaetforaviseetkonvergensteorem.Enliknendeformulering,medutgangs-
punktidensakalte<diskontinuerligeGalerkin>-metoden[31][32][33]blesenerevistav
French[19].Dettilhrendekonvergensteoremetstilteingenproporsjonalitetskravtiltids-
stegenesstrrelse,ogkrevdeingentilleggavminstekvadratersleddiformuleringen.
Kapittel3
Linearisertakustiskblgelikning
Trykketogtettheteniengassellervskevedlikevekt,dvs.frmedietforstyrresaven
lydblge,betegneshenholdsvisp
0
og
0
.Disseantaskonstantegjennomhelemediet.Lyd
karakteriseresvedsmatrykk-ogtetthetsperturbasjoner,p
0
og
0
,ogsmastrmmerU =
(u; v; w),somfunksjonavtidogrom.Tyngdekraftenharubetydeliginnvirkningpahr-
barelydblger.Hardaat
p = p
0
+ p
0
 = 
0
+ 
0
;
derp
0
refererestilsomdetakustisketrykketelleroverskuddstrykketietpunkt,mensp
kallesdetinstantanetrykketellertotaltrykket.Tilsvarendefortettheten.
3.1 Tilstandslikningen
Tilstandslikningenerenrelasjonsombeskriversammenhengenmellomtilstandsvariablene
tetthet,trykkpogtemperaturT iengassellervske,paformen
 = (p; T ):
Forhrbarlydviltilstandsendringenemedgodtilnrmelsekunneregnessomisentropiske
elleradiabatiske,detvilsiatendringeneitrykkogtettheterforhurtigetilatnoensigni-
kantvarmetransportfrakomprimerteomraderkanforekommeinnenkompresjonener
opphrt[40][54].Forandremedierennideellgassbrdenisentropiskerelasjonenmellom
trykkogtetthetutarbeidesempirisk.EnTaylorutviklingavdennerelasjonenkangissom
p = p
0
+

@p
@


0
(   
0
) +
1
2

@
2
p
@
2


0
(  
0
)
2
+ : : : ; (3.1)
derindeksetbetegnerverdieravdepartieltderivertevedlikevektstilstanden.
3.1.1 Lineariseringavtilstandslikningen
Vedtilstrekkeligsmauktuasjonerkan(3.1)lineariseresvedasebortfrahyereordens
ledd[40],somgir
p  p
0
= K
  
0

0
;
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derK = 
0
(@p=@)

0
erdenadiabatiskekompresjonsmodulenformediet.Tilstandslikningen
kanuttrykkesmerkompaktmedhensynpadetakustisketrykketp
0
ogrelativtetthetsend-
ring,ellerkondensasjon,s = (  
0
)=
0
,som
p
0
= Ks; (3.2)
forutsattatjsj  1.
3.2 Kontinuitetslikningen
Kontinuitetslikningenerfundamentaliuidmekanikken,oggiretmatematiskuttrykkfor
prinsippetomatmasseverkenskapesellerdelegges.Likningenviseratmassensompas-
sererinngjennomoveratenpaetlitevolumelementerlikdeninnvendigemassekningen
ivolumet.Figur3.1viseretvolumelementformetsometrettvinkletparallellepipedmed
x
y
z
dx
dy
dz
u u
Figur3.1:Massestrmgjennomvolumelementdxdydz
sidekanterdx,dyogdz.Antarethomogentmateriale,ogkandasebortfradiffusjon,slikat
komponententilmassestrmmenix-retningergittvedu,iy-retningvedvogz-retning
vedw,gittstrmningshastighetenU = (u; v; w).Massestrmmeninngjennomelementet
ix-retningerdaudydz,ogtilsvarendeer

u+
@(u)
@x
dx

dydz
likmassestrmmenutisammeretning.Nettobidragetavinnstrmmetmassetilvolumet
ix-retningenitidsrommetdtererderfor
 

@(u)
@x

dxdydzdt;
ogtilsvarendeuttrykkfasforbidrageneiy-ogz-retningen.Elementetsmassekningi
sammetidsromdtkanskrives
@
@t
dxdydzdt;
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ogetterprinsippetombevaringavmassemadennekningenskyldesnettoinnstrmming
avmasse.Detbetyrat
@
@t
+
@(u)
@x
+
@(v)
@y
+
@(w)
@z
= 0;
somkalleskontinuitetslikningen,ogsomkanuttrykkesved
@
@t
+r  (U) = 0 (3.3)
ettersomdivergensenr  (U) =
@(u)
@x
+
@(v)
@y
+
@(w)
@z
,derU = (u; v; w).
3.2.1 Lineariseringavkontinuitetslikningen
Likning(3.3)eruliner,ettersomdenandretermeniuttrykketinvolvererproduktetav
partikkelhastighetoginstantantetthet,sombeggeerakustiskevariable.Omformesut-
trykketfordenrelativetetthetsendringentil = 
0
(1 + s),derskanantasmegetlitenog

0
erenkonstantibadetidogrom,kan(3.3)lineariserestil
@s
@t
+r U = 0: (3.4)
3.3 Bevegelseslikningen
BevegelseslikningenuttrykkerNewtonslovforvolumelementetnevntover.Forutentryk-
kraftenkanvolumkreftersomtyngdekraften,treghets-ellermagnetiskekrefter,ogate-
krefterpagrunnavvisksfriksjonvirkepaelementet.Vilherantaalleandrekrefterenn
trykkraftenerneglisjerbare.Denmidleretrykkraftenpasideatenesomstarvinkelrettpa
x-aksenigur3.1ergittvedhenholdsvis

p+
@p
@x
dx
2

dydz
og

p 
@p
@x
dx
2

dydz;
slikatkraftresultantenix-retningpagrunnavtrykketblir
 
@p
@x
dxdydz:
Resultantkrefteneiy-ogz-retningnnespatilsvarendemate.Dentotalekraftensomvirker
pavolumelementetpagrunnavtrykketkandaskrives
 

@p
@x
i +
@p
@y
j+
@p
@z
k

dxdydz;
ellertilsvarende
 rpdxdydz:
Antarelementetlitenoktilatmassenergittveddxdydz,ogakselerasjonenergittved
@U
@t
,derU = (u; v; w),salengeelementetikkebevegersegifeltet.Newtonslovsierat
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elementetsmassegangerdetsakselerasjonerlikresultantenavkreftenesomvirkerpa
det.Etterdivisjonmedelementetsmasseerbevegelseslikningendagittved
@U
@t
=  
1

rp: (3.5)
BevegelseslikningenutenfriksjonsleddkallesavogtilogsaEulerslikning.
3.3.1 Lineariseringavbevegelseslikningen
Likning(3.5)erogsauliner,ogkanforenkles.Antajsj  1,slikatdeninstantanetettheten
kanerstattesmed
0
,ogrpmedrp
0
sidenp
0
erkonstant.Dakan(3.5)uttrykkesved
@U
@t
=  
1

0
rp
0
; (3.6)
somutgjrdenlinearisertebevegelseslikningen.
3.4 Denlinereblgelikningen
Detrelikningene(3.2),(3.4)og(3.6)kantilsammendanneendifferensiallikninghvorbare
envariabelinngar.Divergensentiltil(3.6)ergittved

0
r 
@U
@t
=  r  (rp
0
) =  r
2
p
0
;
derr
2
erdentre-dimensjonaleLaplace-operatoren.Deriverer(3.4),ogbenytter@(rU)=@t =
r  (@U=@t),somgir
@
2
s
@t
2
+r 
@U
@t
= 0:
Setterinnfors fra(3.2),ogfartilslutt
r
2
p
0
=
1
c
2
@
2
p
0
@t
2
; (3.7)
derc =
p
K=
0
.Likning(3.7)utgjrdenlinere,tapsfrieblgelikningenforforplantning
avlydivskeroggasser,ogcerfasehastighetenforblgene.
Detkanvises[4]atdetakustisketrykket,tetthetsendringene,partikkelhastighetenog
-bevegelseneerrelatertvedderivasjonellerintegrasjonitidogrom,ogatdisseopera-
sjoneneikkeendrerlsningensform.Dersommedieterrotasjonsfrittvilderforalledisse
parametrenekunnesubstitueresforp
0
i(3.7).
Kapittel4
Elementformuleringen
Foregaendekapittelskisserteutledningenavenpartielldifferensiallikning,kaltblgelik-
ningen,somgittpassenderand-oginitialbetingelserdannerenfullstendig,linermate-
matiskmodellavblgeforplantningivskeroggasser.Dagensmatematiskemetoderfor
eksaktlsingavslikelikningerbegrensersegtilrelativtenkleproblemstillingermedu-
komplisertgeometri.Datamaskinenkanvreetnyttighjelpemiddelforakommevidere,
menkreverreformuleringavproblemettilrenalgebraiskform,derbaredemestbasale
aritmetiskeoperasjoneranvendes.Ulikeformerfordiskretiseringkankommetilanvendelse
her.Diskretiseringinnebreratdenukjentefunksjonenrepresenteresmedetendeligantall
ukjenteparametre,ienellerannenformforapproksimasjon.Approksimasjonvedbrukav
testfunksjoner,oftestklassisertunderelementmetoder,dannerfundamentetfordenneopp-
gaven.
4.1 Hilbertrom
Mengdenavallefunksjonersomerdenert(ogmalbare)overreferanserammenS iet
n-dimensjonaltrom,ogsomharegenskapenatkvadratetavnormen,gittvedetindre-
produkt
kfk
2
= (f; f) =
Z
S
f(s) f(s) ds <1;
eretseparabeltHilbertrom[31][57].RommetbetegnesL
2
(S)narindreproduktetergittved
(f; g) =
Z
S
f(s) g(s) ds:
Overstrekmarkererkomplekskonjugering.Enhverfullstendigfunksjonsrepresentasjonf
ietHilbertromkanuttrykkesvedenlinersum
f =
1
X
N=1
C
N
e
N
derfe
N
geretsubsettavenkomplettortonormalmengdeogC
N
= (f; e
N
).Dennerepresen-
tasjonsformenomtalesgjernesomdengeneraliserteFourierrekkentilfmedhensynpae
N
.
DersomS foreksempelerintervallet[0; 2]padenreelletallinjen,vilenslikrepresentasjon
vredenklassiskeFourier<sinus-ogcosinus>-rekken.
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4.2 Kravtillsningen
LarI = (0; T ]vreettidsintervall,medT positiv.Larvidere
 vreetdomeneiR
3
,
avgrensetavenantattglattrandate ,medutadrettetenhetsnormal~n.nskeranne
enapproksimasjontilfunksjonenU(x; y; z; t),denertoverrom-tids-domenet = 
 
I.U kanvretrykk,partikkelhastighet,tetthetellerenannenstrrelsesomkansvinge
periodiskrundtenlikevektstilstand.Funksjonenskaltilfredsstilledenhomogeneblge-
likningen
r
2
U =
1
c
2
@
2
U
@t
2
; (4.1)
utledetikapittel3,samtrandbetingelsen
@U
@~n
= 0 pa  (4.2)
oggitteinitialbetingelser
U(  ; 0) = U
REF
(4.3)
og
@U(  ; 0)
@t
= 0: (4.4)
ReferanseverdienU
REF
ogfasehastighetencerkonstanter.Randbetingelsen(4.2),derkrav
tillsningensderiverteerspesisert,refereresoftetilsomenNeumann-betingelse.Verdier
somskaltilfredsstilleseksplisitt,somi(4.3),kallesDirichlet-betingelser.Itilleggtilbetin-
gelsene(4.2),(4.3)og(4.4)vilogsaetsettmedkilder,iformavenellererenodermed
eksplisittgittetidssekvenseravDirichlet-betingelser,blibenyttetidenneoppgaven.
4.3 Variasjonsformulering
Elementmetodererbasertpadensakaltesvakeformenav(4.1),oftekaltenvariasjons-
formulering,oglsningenkallesensvaklsningav(4.1).Matematisksetterdetbetraktelig
enklereaviseeksistensavdensvakelsningenavproblemetfremfordenklassiske[31].
Partieltderiverteover
vilidetflgendebliuttryktved
D

f =
@
jj
f
@x

x
@y

y
@z

z
;
med = (
x
; 
y
; 
z
),der
d
,d = x; y; z,eretikke-negativtnaturligtallogjj = 
x
+
y
+
z
.
IntrodusererHilbertrommetH
1
(
) = ff 2 L
2
(
) : D

f 2 L
2
(
); jj  1g,med
indreprodukt
(f; g)
H
1
(
)
= 
jj1
Z


D

f D

g dxdydzdt (4.5)
ogtilhrendenorm
jjf jj
2
H
1
(
)
= 
jj1
Z


jD

f j
2
dxdydzdt: (4.6)
RommetH
1
(
)bestarmedandreordavfunksjonenef,denertover
,somsammenmed
defrstederiverteerkvadratiskintegrerbare,dvs.tilhrerL
2
(
).
Frstetrinnivariasjonsformuleringeneramultiplisere(4.1)forengittt 2 Imeden
testfunksjonV 2 V = H
1
(
).Integrererover
ogfaruttrykket
Z


1
c
2
V
@
2
U(t)
@t
2
  Vr
2
U(t) d
 = 0 8V 2 V ; t 2 I : (4.7)
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4.4 Semidiskretisering
Ideenbakelementmetodeneraerstattedetgenereltuendelig-dimensjonalerommetV =
H
1
(
)medunderrommetV
h
,bestaendeavstykkevispolynomialefunksjonersomkunav-
hengeravetendeligantallparametre.Envanligfremgangsmateeraapproksimerelsnin-
genvedfrstadiskretisere
vedhjelpavenpassendeelementmetode.Fardaetsemidiskret
initialverdiproblem,iformavetstivt(se4.7.3)systemavordinredifferensiallikninger.
Forfulldiskretiseringanvendesherendifferansemetodeitiden.
Vistei2.5.4atblgelikningen(4.1)iprinsippetkunnevrtomformettiletsystemav
frsteordenshyperbolskelikninger.Ettersomenomformingvilleredobletantalletva-
riableforhvertestfunksjon,ogdenanvendteversjonenavTSCsFRONTSIM-pakkekun
tillotenvariabelihvertnodepunkt,vardetteutelukket.
Differensialoperatorenei(4.1)eravandreordenibade
 ogI,ogetkravombe-
grensedeintegrali(4.7)forutsetterC
1
-kontinuitetbadeitestfunksjoneneover
ogitids-
differansene.KanreduserekontinuitetskravetforU(t)over
 tilC
0
vedaanvendeGreens
formel[31][57],gittved
Z


rf  rg d
 =
Z
 
f
@g
@~n
d  
Z


fr
2
g d
;
derd
angirenlitenbitavvolumet
  R
3
,d angiretliteomradeparandaten ,og
@g=@~nerdenutadrettedenormalderivertepa .DifferensialoperatoreneforU(t)ogV blir
daavsammeorden,ogdetteerenforutsetningvedanvendelsenavGalerkinsmetode(se
4.4.3).
Detflgerat(4.7)kanformuleressom
Z


1
c
2
V
@
2
U(t)
@t
2
+rV  rU(t) d
 = 0 8V 2 V ; t 2 I ; (4.8)
der@U=@~n ersattliknull,somangitti(4.2).Randenertenktamodellereensolid,full-
stendigreekterende<vegg>,slikatenergitransportnormaltutgjennomrandenikkefore-
kommer.ValgavV = @U=@t i(4.8)giretenkeltenergiestimat[31]
1
2
d
dt








@U(t)
@t








2
+
1
2
d
dt
jjrU(t)jj
2
= 0; t 2 I;
slikat








@U(t)
@t








2
+ jjrU(t)jj
2
= konstant=








@U(  ; 0)
@t








2
+ jjrU(0)jj
2
; t 2 I :
Systemetstotaleenergierdervedbevartsalenge@U=@~n = 0.
Diskretiserer
vedadeleheledomenetinnienmengdeT
h
= K
1
; : : : ; K
L
ikkeover-
lappendetetraedreK
i
,iFRONTSIM(se5.1)organisertiblokker(gur4.1),meddiameter
h > 0,

 =
[
K2T
h
K =K
1
[K
2
: : : [K
L
; (4.9)
slikatingenhjrneriettetraederliggerpasidekantentiletannettetraeder,ogranden 
utgjresavenkontinuerligogstykkevisplanateitredimensjoner.RommetV
h
kande-
neressomV
h
= fV 2 H
1
(
) : V j
K
2 P
1
(K) 8K 2 T
h
g.Rommetinneholdermedandreord
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5 7
8
6
3
2
1
4
Figur4.1:ElementinndelingognodenummereringienstandardFRONTSIM-blokkmed
sekstetraeder-elementer.
allekontinuerligefunksjonersomerlinerepahveravtetraedreneK,ogV
h
 V.Antar
atdiskretiseringenerkvasi-uniform[19],dvs.atdetnneskonstanterc
0
ogc
1
uavhengige
avhslikatforhvertelementK 2 T
h
,
c
0
h  
K
diam(K)  c
1
h;
der
K
erdiameterentildenstrsteinnskrevnekuleniK.Antarvidereatdetnnesen
interpolasjonsoperator
h
somavbilderV 2 H
1
(
) tilV
h
ogtilfredsstiller
jj(I   
h
)V jj
H
1
(K)
 Ch
r
(K)jjV jj
H
r+1
(K)
8K 2 T
h
;
derC erenkonstant,uavhengigavh,K ogV ,ogeksponentenr erkarakteristiskforV
h
ogtypiskrepresenterergradenpadeanvendtepolynomene.Undertilsvarendeantakelser
kandetvises[17]atdetnnesenkonstantC,somover,slikat
jj(I   
h
)V jj
L
2
(K)
 Ch
2
(K)jV j
H
2
(K)
og
j(I   
h
)V j
H
1
(K)
 C
h
2
(K)

K
jV j
H
2
(K)
8K 2 T
h
;
der
jV j
H
r
(
)
= (
jj=r
Z


jD

V j
2
dxdydz)
1
2
; r = 0; 1; 2; : : : ;
malerL
2
-normenbaretildepartieltderiverteavV avordenakkuratlikr,ogikkelavere.
j  j
H
r
(
)
kallesderforenseminorm.
RommetV
h
kansiesavrekomplett,ettersomdetkanvisesatfunksjoneneiV
h
,gittet
tilstrekkeligantallK 2 T
h
,kantilnrmeenhver<pen>funksjoniVmednsketpresisjon[31].
4.4.1 Basisfunksjonenei3D-rommet
ForabeskrivefunksjonenV 2 V
h
velgerjegverdieneV (a
i
)dertetraedreneshjrnermtes,
heretterrefererttilsomnodenea
i
,i = 1; : : : ; NpaT
h
,somparametre.Basisfunksjonene'
j
2
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V
h
,j = 1; : : : ; N,erdagittved
'
j
(a
i
) = 
ij

(
1 hvisi = j
0 hvisi 6= j
i; j = 1; : : : ; N:
Observereratvolumetsomutgjresavmengdenavpunkter(x; y; z)der'
j
(x; y; z) > 0,
bestaravtetraedremednodena
j
felles.EnfunksjonV 2 V
h
kanrepresenteresved
V (x; y; z) =
N
X
j=1
V (a
j
)'
j
(x; y; z); for(x; y; z) 2 
[  ;
dvs.enhverV 2 V
h
kanuttrykkessomenlinerkombinasjonavbasisfunksjonene'
j
.Det
flgeratV
h
eretlinert,N-dimensjonaltrommedbasisf'
j
g
N
j=1
.
4.4.2 Funksjonsrepresentasjon
Gittverdienev
i
,i = 1; : : : ; 4,nnesdetenentydigbestemtV pavolumelementetKmed
hjrner(x
i
; y
i
; z
i
),i = 1; : : : ; 4,slikat
V (x
i
; y
i
; z
i
) = v
i
; i = 1; : : : ; 4:
DenlinerefunksjonenV ,beskrevetvedV (x; y; z) = c
1
+ c
2
x+ c
3
y + c
4
zmedkonstanter
c
i
2 R,girdalikningssystemet
2
6
6
6
4
1 x
1
y
1
z
1
1 x
2
y
2
z
2
1 x
3
y
3
z
3
1 x
4
y
4
z
4
3
7
7
7
5
2
6
6
6
4
c
1
c
2
c
3
c
4
3
7
7
7
5
=
2
6
6
6
4
v
1
v
2
v
3
v
4
3
7
7
7
5
(4.10)
medc
i
ukjent.Systemetharenentydiglsninghvisogbarehvis
D =det
2
6
6
6
4
1 x
1
y
1
z
1
1 x
2
y
2
z
2
1 x
3
y
3
z
3
1 x
4
y
4
z
4
3
7
7
7
5
6= 0;
ogdennelsningenergittved[57]
c
j
=
P
4
i=1
( 1)
i+j
d
ij
v
i
D
; j = 1; : : : ; 4; (4.11)
derd
ij
erresultatetavaeliminereradiogkolonnej fra4 4-matriseni(4.10),ogsakalt
ensubdeterminantavorden3.
EtresultatfralineralgebrasieratD=6=volumetavK.Forutsattattetraedreneikke
erdegenerert,erdermeddeterminantenD 6= 0ogsystemet(4.10)harenlsning.
4.4.3 Globalformulering
Kannaformulereflgendesemidiskreteelementmetodeforproblemetbasertpa(4.1),med
utgangspunktivariasjonsformuleringeni(4.8):FinnU
h
(t) 2 V
h
,t 2 I,slikat
Z


1
c
2
V
@
2
U
h
(t)
@t
2
+rV  rU
h
(t) d
 = 0 8V 2 V
h
; t 2 I: (4.12)
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SidenU
h
(t) 2 V
h
tilfredsstiller(4.12),
U
h
(x; y; z; t) =
N
X
i=1

i
(t)'
i
(x; y; z) der 
i
(t) = U
h
(x
i
; y
i
; z
i
; t);
der
i
(t) 2 Rertidsavhengigekoefsienter,ogGalerkinsmetodetilsieratV kanvelgeslik
'
j
; j = 1; : : : ; N,kan(4.12)skrivessom
N
X
i=1
1
c
2
Z


'
i
 '
j
d



i
(t) +
N
X
i=1
Z


r'
i
 r'
j
d
 
i
(t) = 0;  = 1; : : : ; N; t 2 I :
DettelineresystemetavN ordinredifferensiallikningermedN ukjentekanuttrykkes
sometmatrise-vektorprodukt
1
c
2
M

(t) + S(t) = 0; t 2 I ; (4.13)
der

 =
@
2

@t
2
,ogmatrisene
M = (m
ij
) =
Z


'
i
 '
j
d

og
S = (s
ij
) =
Z


r'
i
 r'
j
d
;
oglsningsvektoren = (
i
).Detantasatetsettinitaldataergitt,approksimertved(0) =
W
0
og


(0) =W
1
relativttilbasisf'
1
; : : : ; '
N
g 2 V
h
.
Harvistatstykkevisspesisertetestfunksjoner,medidentiskedifferensialoperatorer
forU(t)ogV ,gjrdetmuligavelgeidentiskebasisfunksjonerforU(t)ogV slikatmatri-
seneMogS somregelblirsymmetriske.DetterefererestilsomGalerkinsmetode.
TradisjoneltblirM-matrisenrefererttilsommassematrisenogS-matrisensomstivhets-
matrisen.Betegnelsenestammerfradenopprinneligeanvendelsenavelementmetoden,
somvarstyrkeberegningavmekaniskekonstruksjoner.
4.5 Lokalformulering
Paelementformkansystemet(4.13)skrivessom
1
c
2
M
K

(t) + S
K
(t) = 0; t 2 I ; (4.14)
derM
K
= (m
K
ij
)ogS
K
= (s
K
ij
)er4 4-matriser.MatriseneM
K
ogS
K
kallesgjernemed
enfellesbetegnelseforelementmatriser.
4.5.1 KoefsienterforM
K
-matrisen
Volumetvol(K
e
)av<enhetstetraederet>K
e
,medetthjrneiorigoogdetreandrehjrn-
eneihenholdsvis(0; 0; 1),(0; 1; 0)og(1; 0; 0),kannnesved
vol(K
e
) =
Z


e
d

e
=
Z
1
0
Z
 x+1
0
Z
 x y+1
0
dxdydz = 1=6: (4.15)
4.5.LOKALFORMULERING 33
Enlinerbasisfunksjon'
e
i
(x; y; z),i = 1; : : : ; 4,paK
e
skalhaverdieninodei,nullide
treandre,oginterpolerelinertmellomnodeneoverrestenavelementet.Nodeneantas
herafallesammenmedhjrneneitetraederet.
z
x
y
1
1
1
Figur4.2:Enhetstetraederet
Eksemplerpabasisfunksjonererfunksjonene'
e
2
(x; y; z) = xog'
e
3
(x; y; z) = yoverenhets-
tetraederet.Fra(4.13)kandetseesatmatrisenM
e
bestaravkoefsientenem
e
ij
=
R


e
'
e
i

'
e
j
d

e
; i; j = 1; : : : ; 4,slikatforeksempel
m
e
23
=
Z


e
'
e
2
 '
e
3
d

e
=
Z
1
0
Z
 x+1
0
Z
 x y+1
0
xy dxdydz = 1=120 = 1=20 vol(K
e
)
og
m
e
22
=
Z


e
('
e
2
)
2
d

e
=
Z
1
0
Z
 x+1
0
Z
 x y+1
0
x
2
dxdydz = 1=60 = 1=10 vol(K
e
):
Tilsvarendekandetvisesat
m
e
ij
=
(
1=10 vol(K
e
); i = j
1=20 vol(K
e
); i 6= j
Ettersomalletetraederelementeridenneoppgavenkanbetraktessomen-til-enliner-
avbildningeravenhetstetraederet,flgerdetatmatriseneM
K
ergittved
M
K
=
2
6
6
6
4
1=10 1=20 1=20 1=20
1=20 1=10 1=20 1=20
1=20 1=20 1=10 1=20
1=20 1=20 1=20 1=10
3
7
7
7
5
vol(K); (4.16)
dervol(K)ervolumetavhverttetraederK.
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1 2 3 4
(1,0,0,0) (0,1,0,0) (0,0,1,0) (0,0,0,1)
Figur4.3:Basisfunksjonene'
K
i
paetelementforreulikehyresideri(1.3)
4.5.2 KoefsienterforS
K
-matrisen
Basisfunksjonene'
K
i
(x; y; z), i = 1; : : : ; 4,paK kannnesvedalselikningssystemet
(4.10)medrespesiellevalgavhyresider|henholdsvis(1; 0; 0; 0) for'
K
1
,(0; 1; 0; 0) for
'
K
2
,(0; 0; 1; 0) for'
K
3
og(0; 0; 0; 1) for'
K
4
|seg.4.3.Eksempelvisvil'
K
1
= c
1
1
+ c
1
2
x +
c
1
3
y + c
1
4
z,hervalgttilahahyresiden(1; 0; 0; 0),iflge(4.11)haparametrene:
c
1
1
= [(( 1)
1+1
 d
11
 1)+ (( 1)
2+1
 d
21
 0) + (( 1)
3+1
 d
31
 0) + (( 1)
4+1
 d
41
 0)]=D
= d
11
=D = det
2
6
4
x
2
y
2
z
2
x
3
y
3
z
3
x
4
y
4
z
4
3
7
5
=D
= (x
2
y
3
z
4
+ y
2
z
3
x
4
+ z
2
x
3
y
4
  x
2
z
3
y
4
  y
2
x
3
z
4
  z
2
y
3
x
4
)=D
c
1
2
= [(( 1)
1+2
 d
12
 1)+ (( 1)
2+2
 d
22
 0) + (( 1)
3+2
 d
32
 0) + (( 1)
4+2
 d
42
 0)]=D
=  d
12
=D =  det
2
6
4
1 y
2
z
2
1 y
3
z
3
1 y
4
z
4
3
7
5
=D
=  (y
3
z
4
+ y
2
z
3
+ z
2
y
4
  z
3
y
4
  y
2
z
4
  z
2
y
3
)=D
c
1
3
= [(( 1)
1+3
 d
13
 1)+ (( 1)
2+3
 d
23
 0) + (( 1)
3+3
 d
33
 0) + (( 1)
4+3
 d
43
 0)]=D
= d
13
=D = det
2
6
4
1 x
2
z
2
1 x
3
z
3
1 x
4
z
4
3
7
5
=D
= (x
3
z
4
+ x
2
z
3
+ z
2
x
4
  z
3
x
4
  x
2
z
4
  z
2
x
3
)=D
c
1
4
= [(( 1)
1+4
 d
14
 1)+ (( 1)
2+4
 d
24
 0) + (( 1)
3+4
 d
34
 0) + (( 1)
4+4
 d
44
 0)]=D
=  d
14
=D =  det
2
6
4
1 x
2
y
2
1 x
3
y
3
1 x
4
y
4
3
7
5
=D
=  (x
3
y
4
+ x
2
y
3
+ y
2
x
4
  y
3
x
4
  y
2
z
4
  y
2
x
3
)=D:
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Detreandrebasisfunksjonenepaelementetnnespatilsvarendemate.Frauttrykketfor
'
K
1
over,kandetobserveresat
@'
K
i
(x; y; z)
@x
= c
i
2
;
@'
K
i
(x; y; z)
@y
= c
i
3
og
@'
K
i
(x; y; z)
@z
= c
i
4
; i = 1; : : : ; 4;
ogettersom
r'
K
i
r'
K
j
=
@'
K
i
(x; y; z)
@x
@'
K
j
(x; y; z)
@x
+
@'
K
i
(x; y; z)
@y
@'
K
j
(x; y; z)
@y
+
@'
K
i
(x; y; z)
@z
@'
K
j
(x; y; z)
@z
kanenkoefsientimatrisenS
K
= (s
K
ij
)skrivessom
s
K
ij
=
Z


K
c
i
2
c
j
2
+ c
i
3
c
j
3
+ c
i
4
c
j
4
d

K
i; j = 1; : : : ; 4:
Konstantenec
2
,c
3
ogc
4
kansettesutenforintegralet,og
R


K
d

K
= vol(K) = D=6.Har
daendeligat
s
K
ij
= vol(K) 
h
c
i
2
c
j
2
+ c
i
3
c
j
3
+ c
i
4
c
j
4
i
i; j = 1; : : : ; 4: (4.17)
4.6 Assemblering
DenglobalematrisenMkannnesvedfrstaberegneelementmatriseneforalleK 2 T
h
ogsa,gitt(4.9),summerebidragenefrahverttetraeder:
m
ij
=
X
K2T
h
m
K
ij
: (4.18)
Summasjonenavelementbidragenekallesassemblering.Flgendeillustrasjonvisermerde-
taljerthvordan4  4-matrisenM
K
= (m
K
ij
),fraelementetKmedglobalnodere; f; g; h,
adderessymmetriskinnidenglobaleM-matrisen:
2
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
4
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   m
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m
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K
21
)    (m
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m
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Koefsientenem
ij
= 0medmindrea
i
oga
j
ernabonoder.DenglobaleM-matrisenvil
pagrunnavdettetypiskhaendiagonaldominantbandstrukturmedetstortantallnull-
koefsienter,ogdeterderforoftemegetplassbesparendeaikkeassembleredenne,men
kunlagredefulleelementmatriseneM
K
.Enmeravansertteknikkeraassemblereien
endimensjonalvektorsomkuninneholderkoefsienterfraM somerforskjelligfranull.
Informasjonomindekseringavdennevektorenkrevesogsa.Detteerdenmestplass-
besparendemetoden,ogdenanvendesofteisimulatorer,blantannetiFRONTSIM.
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4.7 Diskretiseringitidsdomenet
FleksibiliteteniparameterstyrtemetodersomNewmarksmetode[51]apnerforaintrodus-
ereaperiodiske,ogsadiskontinuerlige,drivendefunksjoner,selvomdissestrengttattikke
eriH
1
.Blgelikningenkjennetegnesblantannetvedatdengenerellelsningenerenfunk-
sjonsomietsakaltfrittfeltpropagereruendretogisammehastighetvekkfralydkildeni
alleromretninger(se6.1forgenerellen-dimensjonallsning).Denekvivalentenumeris-
kekildeneridenneoppgavengittvedenellererenodermedDirichlet-betingelsesom
varierersomfunksjonavtiden.Klassenavslikesakaltedrivendefunksjonerkanimange
tilfellermedfordelutvidesfra<steadystate>-analysensmonokromatiskesinusfunksjoner
tilmerbredspektrede,sammensattefunksjonermedbestemteegenskaper.Parameterstyr-
temetodersstabilitet,nyaktighetognumeriskedempningkan,ogbr,dainoengrad
tilpassesproblemet.
UtledningensomflgererbasertpaZienkewics[69],somharvistatentrestegsrekurrens-
relasjonbasertpaNewmarksmetodekanutledesfraenlokalapproksimasjonbasertpa
elementmetodeteknikkeritidsdomenet.
TidsdomenetIkandiskretiseresvedoppdelingiN intervaller
0 < t
0
< t
1
< : : : < t
N
= T;
dert
n
= nt.Tarutgangspunktietlokalttre-noderskvadratiskelementJmednoderi
punktenet
n 1
,t
n
ogt
n+1
,ogbenyttertestfunksjonerW 2 W
2
= fW 2 H
1
(I) : W j
J
2
P
2
(J); J = [t
n 1
; t
n+1
]g.Antaruniformetidsintervaller,medt = t
n+1
  t
n
= t
n
  t
n 1
.
Velger = (t  t
n
)=t,ogkandauttrykketrebasisfunksjoner,vistigur4.4,ved
'
n 1
=  
(1  )
2
; '
n
= 1  
2
og '
n+1
=
(1 + )
2
; (4.19)
medtilsvarendeandrederiverte
@
2
'
n 1
@t
2
=
1
t
2
;
@
2
'
n
@t
2
=  
2
t
2
og
@
2
'
n+1
@t
2
=
1
t
2
: (4.20)
t t t
t t
n−1 n n+1
n−1 n n+1
Figur4.4:BasisfunksjonerpatidselementJ
Multipliserersystemet(4.14)medtestfunksjonenW ,integrereroverJ,ogfar
Z
J
1
c
2
M
K


2
W + S
K

2
W dt = 0; 8W 2 W
2
; (4.21)
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der
2
2 W
2
,gittved

2
= 
n 1
'
n 1
+ 
n
'
n
+ 
n+1
'
n+1
; 
i
= 
2
(t
i
); i = fn  1; n; n+1g;
tilfredsstiller(4.21).Vedinnsettingavuttrykkforbasisfunksjonenefra(4.19)og(4.20)kan
(4.21)omformestil
[M
K
+S
K
] 
n+1
+[ 2M
K
+(
1
2
 2+)S
K
] 
n
+[M
K
+(
1
2
+ )S
K
] 
n 1
= 0; (4.22)
der
 = c
2
t
2
 =
R
1
 1
1
2
( +1)W d
R
1
 1
W d
 =
Z
1
 1
( +
1
2
)W d:
MatriseneM
K
ogS
K
antaskonstanteitid.
4.7.1 Startvektorer
Skjemaetkrevertoinitiellelsningsvektorer,vedf.eks.t = 0ogt = t,forastarte.Vekto-
renU(  ; 0)antasgitt.Enforlengs-differansehervilgienapproksimasjontilU(;t),men
nyaktighetenblirdabareavO(t).EnlokalTaylorutviklingvilistedetgi
U(  ;t) = U(  ; 0)+
@U(  ; 0)
@t
t +
1
2
@
2
U(  ; 0)
@t
2
(t)
2
+O(t)
3
;
ogvedinnsettingavgitteverdierp(0) = U(  ; 0)ogq(0) =
@U(  ;0)
@t
,samtat
@
2
U(  ;0)
@t
2
=
c
2
r
2
U(  ; 0),fas
U(  ;t) = p(0)+ q(0)t+
1
2
c
2
r
2
U(  ; 0);
mednyaktighetavO(t)
3
.Vedinterpolasjonellerprojeksjongirdetteennyaktigapp-
roksimasjontilU(;t),somsammenmedU(  ; 0)kanutgjredetofrstevektorenei
rekursjonen(4.22).
Kommentar
Sterkebegrensningerpamulighetenetilglobaleendringeridenanvendteprogrampakken
gjordedetndvendigabenyttepakkensinnebygderutinerforgenereringavstartvektorer.
Utendokumentasjonvardetikketrivieltannehvaslagsapproksimasjonsomlatilgrunn
fordisse.Senerefeilanalyser(se6.3.1)kantydepaatnyaktighetenbegrensersegtilO(t).
4.7.2 Skjema
Rekurrensrelasjonen(4.22)giretlikningssystem
[M
K
+ S
K
] 
n+1
= b; (4.23)
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b)
c)
a)
t n−1 t n t n+1
d) 1
1
e) f) 1
g) 1 h) 1
Figur4.5:UlikeW-funksjoner.
somlsesforhverttidssteg,dervektoren
b = [2M
K
  (
1
2
  2 + )S
K
] 
n
  [M
K
+ (
1
2
+    )S
K
] 
n 1
: (4.24)
Ulikeskjemaeritidsdomenetkangisvedulikeverdierforog,vistigur4.5ogtabellen
(4.25).
a) b) c) d) e) f) g) h)
  
1
2
1
2
3
2
1
2
3
2
1
2
1
2
1
2
 0 0 1
1
6
4
5
1
10
1
12
1
4
(4.25)
4.7.3 Stabilitet
Semidiskretiseringav(4.7)gavetsystem(4.13)avordinredifferensiallikninger,deran-
vendelsenavGalerkinsmetodegjratN  N-matriseneMogSkanantassymmetriske.
EgenverdienetilmatrisenM
 1
Sergittvedegenverdiproblemet
(S  !
2
M) = 0;
dersomdenkarakteristiskelikningen
det(S  !
2
M) = 0 (4.26)
harikke-triviellelsningeriformavegenverdiene!
2
1
 : : :  !
2
M
,der!
1
= O(1)og
!
M
= O(h
 2
),ogtilhrendeegenvektorer
1
; : : : ; 
M
.Detkanvisesategenverdieneer
positive,reelletallhvismatriseneMogSerpositivtdenitte,ogatstrreegenverdier!
m
svarertilhurtigoscillerende(hyfrekvente)egenvektorer
m
,mensmindreegenverdier
tilsvarerlavfrekventeegenvektorer.Systemet(4.13)avordinredifferensiallikningerrefe-
restilsomstivtfordilsningen(t)kanhakomponenterspredtovertidsskalaenfraO(1)
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tilO(h
 2
),ogdettekanstillestorekravtilstabilitetentildenanvendtemetodenfortids-
diskretisering[31].
Etskjemasiesavrestabiltdersomenfeiliinitialbetingelsene,maltienpassende
norm,ikkevokserubegrensetmedtiden.Stabilitetsbegrepetavhengerderforavnormen
feilenmalesi.Antaate
n
erfeilenvedtidspunktn,somerresultatavenfeile
0
iinitialbe-
tingelsene.Lajj  jjbetegneengittnormilsningsrommet,ogvreetvilkarligpositivt
tall.Systemetsiesdaavrestabiltinormenjj  jjhvisogbarehvisdetforenhver > 0
nnesen = () > 0slikat
jje
n
jj <  salenge jje
0
jj < :
Feilvektorene
n
vedtidspunktnkanuttrykkessomenlinerkombinasjon
e
n
=
M
X
m=1
y
n
m

m
avegenvektorene
m
,ogforhverm flgerdetvedsubstitusjoni(4.22)at
[1 + !
2
m
] y
n+1
m
+ [ 2+ (
1
2
  2 + )!
2
m
] y
n
m
+ [1+ (
1
2
+    )!
2
m
] y
n 1
m
= 0: (4.27)
Detkanvisesat(4.27)harenlsningpaformen
y
n
m
= C
n
; (4.28)
derC erenkonstant,ogatlsningeneksistererdersomannengradsuttrykket
[1 + !
2
m
] 
2
+ [ 2+ (
1
2
  2 + )!
2
m
] + [1+ (
1
2
+    )!
2
m
] = 0 (4.29)
harrtter = f
1
; 
2
g.Dennumeriskelsningen(4.28)erstabilogudempetdersom
j
i
j = 1; i = 1; 2;
ellerstabilog(numerisk)dempethvis
j
i
j < 1; i = 1; 2:
Vedaanalysererttenetilannengradsuttrykket(4.29)kandetpabakgrunnavdettevises[69]
atskjemaet(4.22)erubetingetstabiltinormenjj  jj
H
1
dersom
 
1
4
(
1
2
+ )
2
; (4.30)
 
1
2
og (4.31)
1
2
   +   0: (4.32)
Skjemaermed  1=4og = 1=2erubetingetstabileogutennumeriskdemping,mens
 > 1=2kerdennumeriskedempingenmedkendelengdepatidsstegene.Hyerefrek-
venserdempesmesteffektivt,ogdettekanvregunstigvedspuriseoscillasjoner,men
tilgjengjeldreduseresnyaktigheten[69].
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Observererfrabetingelseneatbareskjemaenecogh)igur4.5erubetingetstabile.
Observerervidereatalleubetingetstabileskjemaer,samtdeestebetingetstabile,krev-
erlsingavetlikningssystem(4.23)forhverttidssteg.Skjemaersomkreverlsingavet
likningssystemvedhverttidsstegkallesimplisitte.DersommatriseneMogSerdiagonale
ellerkandiagonaliseres(vedsakalt<lumping>[68][69]),eller velgesliknullogmatris-
enMerdiagonalellerkandiagonaliseres,er
n+1
gitteksplisitt,slikatlsingavliknings-
systemerforhverttidsstegerundvendig.Tilgjengjelderslikesakalteeksplisitteskjemaer
barebetingetstabile.
Vedlsingavannengradsuttrykket(4.29)kanmanfradiskriminantennnetilleggs-
kravet[69]
  !
2
m
t
2
n
[ 4   (
1
2
+ )
2
] < 4: (4.33)
Dersomkravene(4.30)tilubetingetstabilitetikkeeroppfylt,vilvalgavtidsstegsomtil-
fredsstiller(4.33)likevelgistabileskjemaer.
Elementmetodenresultererofteilikningssystemeravenstrrelsesordensomgjrdet
litehensiktsmessigaberegneegenverdienedirektefradenkarakteristiskelikningen(4.26).
Detnnesiterativenumeriskemetodersomkannnedenstrste,ellerdominante,globale
egenverdien!
M
[1],mendetkanogsavises[29]atdenstrsteglobaleegenverdienalltider
mindreenndenstrstelokaleegenverdientilelementmatrisene.Etkonservativtestimat
av!
M
kanmedandreordnnesfradenkarakteristiskelikningenanvendtpadereduserte
elementmatrisenetilelementeneidetettestdiskretisertedeleneavberegningsgitteret.
CFL-betingelsen
Skjemaetgittvedparameterparetb)itabell(4.25), = 1=2og = 0,kanseesasam-
svaremeddetklassiskeeksplisittesentrertedifferanseskjemaet,forutsattatM-matrisener
diagonalellerkandiagonaliseres.Detkanvises[43]atdetteskjemaeterstabiltdersom
t
n

h
c
; (4.34)
ogdenneulikhetenreferesoftetilsomCFL-betingelsen,etterCourant,FriedrichogLewy.
Betingelsenkanogsauttrykkesved
h
t
n
 c; (4.35)
somsieratskjemaetsblgehastigheth=t
n
mavreminstlikestorsomdenfysiskebl-
gehastighetenc.Svrtmangebetingetstabiletrestegsdifferanseskjemaermatilfredsstille
CFL-betingelsenforavrestabile.Itilleggkandetvises[43]ateksakttilfredsstillelseav
betingelsengirminstdispersjonogdervedstrstnyaktighetvedmodelleringavblge-
likningenmeddisseskjemaene.Betingetstabileskjemaervilsjeldenkunnetilfredsstille
betingelseneksakt,slikatdennenyaktighetenipraksiseruoppnaelig.
4.7.4 Nyaktighet
Stabilitetsanalyseniavsnitt4.7.3kansamtidigseessomenviktigdelavanalysenavnume-
riskeamplitudefeil,ettersomustabiliteteterforarsakerdestrsteamplitudefeilenevednu-
merisklsingavblgelikningen.Tilsvarendekannumeriskdispersjon,nrmeregjennom-
gatti6.5.2,seessomenformforfasefeil.Fraanalyseneomkringplaneharmoniskeblgeri
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avsnitt6.3ogikapittel2,kandetseesatamplitude-ogfasefeiltypiskermestkritiskeved
lsingavdenlinereblgelikningen.
Forakunneavgjrehvorgodtennumerisklsningapproksimererenanalytisklsning
tildetsammeproblemet,erdethensiktsmessigamale<avstanden>mellomdetolsnin-
geneienpassendediskretfunksjonsnorm.LaU
h
(x)vreendiskretiserten-dimensjonal
funksjon,denertipunktenex
i
= ih; i = 1; : : : ; n,dern > 0eretheltall.Kandadenere
dediskreteL
p
-normeneved[43]
jjU
h
jj
p
= (h
n
X
i=1
ju
i
j
p
)
1
p
;
derp  1.Normenekjennetegnesvedegenskapene
i) jjU
h
jj
p
= 0) U
h
= 0
ii) jjU
h
jj
p
 0
iii) jjU
h
jj
p
= jjjjU
h
jj
p
iv) jjU
h
+ V
h
jj
p
 jjU
h
jj
p
+ jjV
h
jj
p
;
foralle 2 RogU
h
; V
h
2 R
n
.Spesielter1-,2-og1-normenemyebrukt,gittved
jjU
h
jj
1
= h
P
n
i=1
ju
i
j
jjU
h
jj
2
= (h
P
n
i=1
ju
i
j
2
)
1
2
jjU
h
jj
1
= max
i
ju
i
j:
(4.36)
Et(strengt)kravtilennumeriskmetodekanvreatdennumeriskelsningenU
h
(x; t)
konvergerermotdentilsvarendelsningenU(x; t)avdetanalytiskeproblemetnarh;t!
0.HvorvidtdettekraveteroppfyltkanmalesienpassendediskretL
p
-normved
jj U(  ; t)  U
h
(  ; t) jj
p
! 0narh;  t ! 0; (4.37)
forenhvergittt  0.
Semidiskretiseringenbeskreveti4.4forventesagiennyaktighetavO(h
2
) irommet.
Samtidigskalentidsdiskretiseringsombeskrevettidligereidenneseksjonen,paformen

2
= 
n 1
'
n 1
+ 
n
'
n
+ 
n+1
'
n+1
;
forventesagiennyaktighetavO(t
2
) itidendersom
2
ersymmetriskomt
n
.Dette
gjeldersamtligeskjemaermed = 1=2.
GenereltkreverskjemaermedO(h
2
)irommetogmindreennO(t
2
)itidenatctvel-
gesbetrakteligmindreennhforaoppnansketnyaktighet.Forbetingetstabileskjemaer
erstabilitetsbetingelsenemedandreordikkealltiddenbegrensendefaktor,ogskjemaer
medandreordensnyaktighetitidogromkanoftepressesheltoppmotstabilitetsgrensen,
medtilhrenderedusertprosesseringstid.I6.5.1gispraktiskestabilitetstesteravskjema-
eneitabell(4.25).
Kapittel5
Implementasjon
Simuleringeneidenneoppgavenerutfrtvedhjelpavegneimplementasjonerinnei
FRONTSIM,enprogrampakkeutvikletavTechnicalSoftwareConsultantsA/S(TSC).FRONT-
SIMerutvikletforsimuleringavkompressibelvske-oggassytito-ogtredimensjonale
heterogeneoljereservoarer.
5.1 FRONTSIM
EnFRONTSIM-simuleringtarutgangspunktienrekkegittedataomf.eks.beregnings-
gitteroggeologi,lestinnfraenl.Forhverttidssteglsessaentrykklikning,dermet-
ningenfraforrigetidsstegerkjent,fulgtavberegningavhastighetsfeltogandretrykk-
avhengigeparametre.Metningslikningenlsestilsluttvedhjelpavensakaltfrontflgings-
teknikk(fronttracking),segur5.1.Underlsingenavmetningslikningenertrykketkjent,
ogmetodenrefererestilsomenIMPES-metode,derIMPESstarforImplisittTrykk(Pres-
sure),EksplisittMetning(Saturation).Metningslikningenerenulinerkonserveringslov,
somundergittebetingelserkanutviklesingulariteteriformavbrattefronterderderiver-
teikkeeksisterer.Frontene,somsvarertilskarpeovergangermellomulikefaser(oftekalt
sjokk),flgeslangsstrmlinjerberegnetfratrykklsningen.Resultateterentypisksakalt
Buckley-Leverettmetningsprolutennumeriskdispersjon.
Trykketapproksimeresmedlineretestfunksjoner,oglikningenlsesoveretberegnings-
gittermedblokkstruktur,derhverenkeltblokkerdeltinnitrekanter(2D)ellertetraedre
(3D)somvistigur4.1.
5.1.1 Likningslser
Det<glisne> linerelikningssystemetAx = b,fraassembleringenavdendiskretiser-
tetrykklikningen,lsesiterativtvedbrukavkonjugertegradientersmetode(CG)hvis
A ersymmetriskogpositivtdenitt,ellerdenstabiliserendeCGSTABvedsymmetrisk
A-matrise.IbeggetilfellerprekondisjonereslikningssystemetvedenMILU(Modied
IncompleteLU)dekomposisjon.
Prekondisjonering
Forakeeffektivitetenprekondisjonereslikningssystemet.Detvilsiatistedetfor
Ax = b
42
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Hastighetsberegning
Metningsløser
Slutt
Trykkløser
Innlesning
t < T
Figur5.1:EnkeltytdiagramforensimuleringiFRONTSIM.Forhverttidssteglsestrykk-
likningen,hastighetsfeltetberegnesogtilsluttlsesmetningslikningenpabasisavkjent
trykk.
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lserFRONTSIMdetekvivalentesystemet
M
 1
Ax =M
 1
b;
derM erenikke-singulrprekondisjoneringsmatrise,konstruertslikatlikningslseren
konvergererraskereforsystemetmedkoefsientmatrisenM
 1
Aennfordenopprinneli-
gematrisenA.DersomM = Abliridentitetsmatrisenkoefsientmatrise,ogalgoritmen
konvergererettereniterasjon.PrekondisjoneringsmatrisenMmavreengodapprok-
simasjontilA,slikatM
 1
Ablirengodapproksimasjontilidentitetsmatrisen.Mbri
tilleggvre<billig> alagre,dvs.atdenikkebrkrevesaveldigmyemerplassennA.
Prekondisjoneringkerregnearbeidetpr.iterasjon,menreduserersystemetsspektrumav
egenverdier,ogsakaltspektralradien,ogmansieratM
 1
AerbedrekondisjonertennA.An-
talletiterasjonerforanneentilstrekkelignyaktiglsningreduseressomregeldrastisk,
slikatenmegetgodnettoeffektiviseringoppnas.
5.2 ImplementasjoniFRONTSIM
FRONTSIMerunderkontinuerligutvikling,badenardetgjelderstrukturogdiskreti-
seringsmetode.Implementasjoneneidenneoppgavenblegjortienversjonderkildekoden
varC/C++-basert,medkalltilenrekkeulikeFORTRAN-rutiner.Trykklser-bitenvisti-
gur5.1erdeltienassembleringsdelogenlikningslserdel,oghoveddelenavprogramme-
ringentildenneoppgavenbestodiaskriveetsettmednyeC-baserteassembleringsrutiner
inneitrykklseren.
Forassembleringenantaset27-punktsberegningsmolekyl,menettersomlikningssystemene
idenneoppgavenblirsymmetriske,erdetnokalagre14band(13bi-diagonalerogen
hoved-diagonal).
Selveassembleringsrutinenbestaravenytrelkkeoveralleblokker,ogenindrelkke
overdesekstetraeder-elementeneihverblokk.Hverttetraederassembleresihenhold
tillikningene(4.23)og(4.24),ogkoefsientenesummeresinnidenglobalevenstresiden
Aoghyresidenb.EtterassembleringensettesDirichlet-betingelsenepaenslikmateat
symmetrienbevares.Tilsluttgisdetglobalelikningssystemetsomparametretileniterativ
likningslser,somlserforvektorenU slikatAU = b.
5.3 Pre-ogPostprosessering
TilFRONTSIMhrerdetogsamedpre-ogpostprosesseringsverkty.Ettersomlensom
dataenelesesinnfraerpaASCII-formatogmedenoversiktligstruktur,bledataenetil
simuleringeneideestetilfellerskreveteksplisittinnidennelen.Barevedbyggingen
avkomplekseberegningsgitter(sef.eks.seksjon7.1)blepreprosessorenbenyttet.
PostprosesseringenbleiallhovedsakutfrtiprogrampakkenMATLAB,somhadde
goderutinerforvisualiseringavdata.RutinerforaskriveutdatapaMATLAB-format,
samtforprosesseringogvisualiseringiMATLAB,bleskrevetiforbindelsemedoppgaven.
Enkeltbilderfrasuksessivetidsstegkunnebenyttestilalageanimasjoneravlsningene,
somigjenvedhjelpavpassenderutinerkunnelagresMPEG-komprimert.
Kapittel6
Verikasjon
Akustisketrykkuktuasjoneritredimensjonalevolumerergenereltkrevendeamodellere
matematisk,ikkebarefordimedietsograndensegenskapervarierer,menogsafordigeo-
metrieneogkildenesdrivendefunksjonerkanvremegetkomplekse.Eksaktelsninger
nnesilitteraturen[4][40][54],menstortsettbareforenklegeometriermeduniformeakus-
tiskeegenskaper.
Foregaendekapitlerlagrunnlagetforutviklingenavetprogrambasertpaenfulldisk-
retiseringavdenakustiskeblgelikningenfortreromdimensjonerogtid.Programmetskal
kunnemodellereluftvolumermedkomplisertgeometri,avgrensetavfullstendigreek-
terenderandater.Etvilkarligantallkildermedkomplisertgeometriogaperiodiske,ogsa
diskontinuerlige,drivendefunksjonerskalkunneanvendes.
Klassiskelsningerpaproblemstillingerknyttettilakustiskevolumerellerkanalerut-
gjretgodtgrunnlagforafastsladennumeriskemodellensnyaktighet.Evnentilaforutsi
reellefysiskefenomenerogegenskapervedlydoglydblgererderimotikkeutenvidere
enkelakvantisere.Begrensetkorrelasjonvedsammenlikningmedmalingerkaniman-
getilfellertenkesauttrykkedenanalytiskemodellensbegrensninger,noesomerutenfor
denneoppgavensdenisjonsomrade.Deterlikevelhensiktsmessigaskillemellombe-
grensningersomharsittutspringidenforholdsvisenkleanalytiskemodellendenerti
seksjon4.2,ognumeriskebegrensninger.
Programmetblefrstanvendttillsingavklassiskeanalytiskeproblemer,foraun-
derskeihvikengraddennumeriskemodellenvarkonsistentrelativttildenanalytiske.
Enkeltemerkomplekseakustiskefenomener,somdiffraksjonoginterferens,bleogsamo-
dellertnumerisk,ogsammenholdtmeddetilsvarendeklassiskekvalitativebeskrivelsene
ikapittel2.Benyttetetubetingetstabiltognumeriskudempetskjema,gittvedparametre-
ne = 1=2og = 1=4,idenfrstedelenavdettekapittelet.Parameterparetrefererestil
somh)itabell4.25iseksjon4.7.2.Kapitteletavsluttesmedenseksjonderulikeskjemaers
numeriskeegenskapersammenliknesmedhensynpafeilknyttettildiskretiseringen.Uli-
keNewmark-skjemaergittvedparameterkombinasjonenea)-h),ogenkeltevarianterav
disse,anvendesherpaentilnrmeten-dimensjonalblgefrontienkanal.
Dersomikkeanneternevnt,erproblemenelstoveretrektangulrtdomene(<kanal>)
medlengde1:0m ix-retning,delti128 identiske,likesideteblokker,somigjenbestarav
6tetraedre.Domenetertoblokkerbredtogtoblokkerhyt,tilsvarende2  1=128m.Ni
kildenoderdannerheledenene<kortveggen> ikanalen,vedx = 0,ogutgjrderveden
plankildesomgenerererplaneblgerlangsx-aksenikanalen.Tidsstegeneerkonsekvent
valgtslikatden<numeriskehastigheten> h=t = c,tilsvarendeCFL-betingelsen(4.35){
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igjendersomikkeanneteroppgitt.
SamtligegurersomfremstillernumeriskelsningeravblgelikningenerMATLAB-
visualisertedatafradetFRONTSIM-baserteprogrammetbeskrevetikapittel5.Totaltrykket
fremkommersomatehydeideestegurer,ogutgjrsummenavdetakustisketrykket
ogreferansetrykket,somersatttil1bar.
6.1 Blgelikningen|generelllsning
Velgeskoordinatsystemetslikatenplantrykkblge(seseksjon2.1ogover)propagerer
langsx-aksen,f.eks.somheriensmalkanalelleretrr,reduseresblgelikningen(4.1)til
@
2
p
@x
2
=
1
c
2
@
2
p
@t
2
; (6.1)
derp = p(x; t).
Dengenerelle,en-dimensjonalelsningentilblgelikningenmedhensynpatrykket
utgjrensumavtotermer[4][40]
p = p
1
(ct  x)+ p
2
(ct+ x); (6.2)
derp
1
ogp
2
ertovilkarlige,togangerderiverbarefunksjoner.Fradennelsningenkan
detobserveresatlydtrykketiethvertpunktxkandelesitokomponentersomisegselv
erlsninger|enblgeix-retning,p
1
(ct  x),ogenblgei x-retning,p
2
(ct+ x).Videre
skalbeggeblgenepropageremeduendretform,ogbareadderesenkelttilandreblger
vedsuperposisjon(seogsaseksjon2.2).Dissekvalitativeegenskapenekansammenholdes
Figur6.1:<Generell> lsningfortrykkblgeriensmalkanal,lstnumeriskvedsuksessive
tidspunkterfravenstremothyre.
medgur6.1,somviserennumerisklsningmedutgangspunktiensentrertinitiellper-
turbasjonsompropagereribadex-og x-retningmedtilnrmetuendretform.Kildens
drivendefunksjoner

enpositivhalvperiodeavensinus-funksjon.Initieltkanblgenesees
avreaddertvedsuperposisjon,somresultereridobbelamplitude.Kvalitativebetrakt-
ningertydermedandreordpaatlsningenerrimelig.Merpresisefeilanalyservilbligitt
isenereeksempler.
6.1.1 Fasehastighet
Antaatdetakustisketrykketienlangkanalvedtidspunktett
1
> 0ergittvedlsningen
p
1
(ct
1
  x),somvistigur6.2.Vedetseneretidspunktt
2
villsningendavregittved
p
1
(ct
2
  x),tilsvarendevistigur6.2.Lydtrykketp
1
(ct
1
  x
1
) ipunktetx
1
vedt = t
1
skal
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Figur6.2:Trykkblgeix-retningvedtidspunktt
1
= 11ms (venstre)ogt
2
= 21ms (hyre).
dakunnegjennnesvedx
2
nart = t
2
,slikat
ct
1
  x
1
= ct
2
  x
2
;
oghardayttetsegenavstand
x
2
  x
1
= c(t
2
  t
1
)
ix-retning.Ettersomp
1
(ct
1
 x)kunnevrtenhvilkensomhelsttrykk-distribusjonikanal-
en,betyrdetatenhverannendistribusjonvilbevegesegix-retningmedsammehastighet.
Enfunksjonp
1
(ct   x)kallesderforenblgesombevegersegix-retning,oghastighetenc
kallesfasehastigheten.Tilsvarendekandetvisesatp
2
(ct+x)representererenblgesombe-
vegersegi x-retningmedfasehastighetc.Idennumeriskemodellenerfasehastigheten
satttilc = 344m=s,oggur6.2viseratblgetoppenbevegersegomtrent0:34mpa10ms.
6.2 Initialverdierograndbetingelser
Funksjonenep
1
(ct   x)ogp
2
(ct + x)ergittvedinitialverdieneograndbetingelseneiprob-
lemet,somidenneoppgavenblespesisertiseksjon4.2.Derfastsettesinitialverdienei
samtligenumeriskelsningertilavrelikenkonstant,herkaltp
REF
,overheledomenet.
FunksjonenesformdeneresderettervedengittsekvensavDirichlet-betingelserfortryk-
ketienellererekildenoder,forhverttidssteggjennomhelesimuleringen.Idissenodene
viltrykketmedandreordtilenhvertidvresatttilenforhandsbestemtverdi.
Trykkdistribusjonenep
1
ogp
2
vil,dersomdegenereresmedenperiodiskfunksjoni
kildenodene,propageregjennomdomenetsomperiodisketrykksvingningermedsamme
frekvenssomdendrivendefunksjonen.Andreegenskaper,somforeksempelamplituden,
vilvrebestemtavrandbetingelseneogavhvorkildenodenebennersegivolumet.
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6.2.1 Reeksjonerparanden
Benytteridenneoppgavenutelukkendefullstendigreekterenderand,gitti(4.2),som
medhensynpatrykketkanuttrykkesved
@p
@~n
= 0;
der~n erdenutadrettedenormalvektorenparanden.IendenavenkanalmedlengdeL
kanenslikNeumann-betingelseuttrykkessom

@p
1
@x

x=L
+

@p
2
@x

x=L
= 0;
ogdetkanvises[40]atenslikbetingelseinnebreratp
1
= p
2
ix = L.Vedinnsettingi(6.2)
fas
p(x; t) = p
1
(ct   x) + p
1
(ct + x); (6.3)
somgjelderforethvertpunktikanalen.Detkanseesatenreeksjonfraenfullstendig
reekterendeatekanbetraktessomenprosessderenblgesombevegersegix-retning
ikkepassererranden,menistedetreekteresoverienblgeavsammeformsombeveger
segi x-retning,somantydetigur6.3.Observererdessutenentilnrmetdoblingav
amplitudenvedrandatenireeksjonsyeblikket,ogseratdettestemmermed(6.3)og
prinsippetomsummasjonvedsuperposisjon.
Figur6.3:Reeksjonsprosessenvedenfullstendigreekterendeatevedsuksessivetids-
punkter.Blgenbevegersegfrstfravenstremothyre,reekteres,ogbevegersegsafra
hyremotvenstre.
Ikildenodeneerbetingelsenelittspesielle,ettersomsummenavp
1
(ct x)ogp
2
(ct+x)
idissepunktenetilenhvertidvilvrelikverdiengittvedDirichlet-betingelsene.Deto
funksjonenevilderforstadighasammeform,menmahamotsattfortegn[40],og
p(x; t) = p
1
(ct  x)  p
1
(ct+ x) (6.4)
iethvertpunktikanalen.Prosessenkanidettetilfelletbetraktessomenderenblgesom
bevegersegix-retningikkepassererranden,menistedetreekteresoverienblgeav
samme,meninverterte,formsombevegersegi x-retning,somantydetigur6.4.Ob-
servererdessutenentilnrmetkanselleringvedrandatenireeksjonsyeblikket,ogser
atdetteogsastemmermed(6.4)ogprinsippetomsummasjonvedsuperposisjon.
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Figur6.4:Reeksjonsprosessenvedenatebasertpakildenodervedsuksessivetidspunk-
ter.Blgenbevegersegfrstfravenstremothyre,reekteres,ogbevegersegsafrahyre
motvenstre.
Kommentar
Enlsningsombeskrevethererstrengttattikkeheltreelldersomkildenertenktaskulle
vreetstempelellerenannenformformekanisktransduser,ogviserenbegrensningved
denenkleanalytiskekildenodemodellenslikdenerrealiserther.Modellproblemet,de-
nertiseksjon4.2medutgangspunktidenhomogeneblgelikningen,kunnevrtutvidet
tiletinhomogentproblemvedainnfreetleddf(t)slikat@U=@~n 6= 0paranden.Systemets
totaleenergivilledaikkelengervrebevart(seseksjon4.4),mendetvilleapneformer
avanserterandbetingelsersomogsakunnemodellereenergitransport(uks).
Innenfordenhomogeneproblemstillingenkunnebegrensningeneiendeltilfellervrt
omgattdersomDirichlet-betingelsenkunne<slasav>etterdannelsenaventidsbegrenset
blge,mendettevarikkeutenvideremuligidatalformatetidenheranvendteversjo-
nenavFRONTSIM.Etannetalternativkunnevrtamodellerepartikkelhastighetfrem-
fortrykk,ettersompartikkelhastighetennormaltpaenfullstendigreekterendeateer
null[4][40].AllerandaterogkilderkunneietslikttilfellevrtgittDirichlet-betingelser,
medbarekildenodeneuliknull.Endeligkan<kilden>ogsabetraktessomenapenende
(seseksjon2.3.2oggur2.4)sommunnerutietstortvolumdertrykketendrersegitiden
somgittveddendrivendefunksjonen.
6.3 Harmoniskeplaneblger
Denanalytisksettenklesteformenforsvingningeriensmalkanalerresultatavensakalt
harmoniskdrivendefunksjonienplankildeideneneendenavkanalen.Planeblgergir,
sombeskrevetiseksjon2.1,nyttigemodellforenklingervedanalytiskestudieravlydog
lydblger.ViderekanenperiodiskfunksjoniflgeteorienomFourier-rekkerrepresenteres
somenlinersumavkomplekseeksponensialfunksjonerpaformen

m
(t) = 
m
e
j!
m
t
;
der!
m
= 2f
m
,f
m
erfunksjonensm-tefrekvenskomponentog
m
erentilhrendekomp-
lekskonstant.Enenkeltkomponentiensliklinersumkallesenharmoniskfunksjon,og
denm-tekomponentenkallesogsaavogtilfordenm-teharmoniske.Ettersomblgerteo-
retisksettpropagererutenendringeriformen,kanmanivedmatematiskeanalyserofte
50 KAPITTEL6.VERIFIKASJON
nyesegmedatahensyntilharmoniskelsningermedsinusoidaltidsavhengighetihvert
punktirommet,ogsammevinkelfrekvenser!
m
somkilden.
6.3.1 Uendeligkanal
Antarenkanalelleretrrmeduendeligutstrekningix-retningfrax = 0,derenplan-
kilde,f.eks.etstempel(segur6.5),harenkompleks,harmoniskdrivendefunksjonsom
Hult sylindrisk rørDrivstempel
0
x
8
Figur6.5:Rrellerkanalmedrigidesideveggeroguendeligutstrekningix-retning,drevet
avstempelmedvinkelfrekvens! ix = 0.
denererrandbetingelsen
p(0; t) = Ae
j!t
derAerenkomplekskonstant.Antakelsenetilsieratlsningenutelukkendevilbestaav
blgersombevegersegix-retning,
p(x; t) = p
1
(ct  x); (6.5)
ogdissetouttrykkenegirtilsammen
p
1
(ct) = A e
jk(ct)
;
derblgetalletkerdenertved
k =
!
c
: (6.6)
Lsningenforallexmadavregittved
p(x; t) = A e
j(!t kx)
; (6.7)
ogdenfaktisketrykkamplitudenergittveddenreelledelenav(6.7),
p(x; t) = Acos(!t   kx): (6.8)
Figur6.6viserennumeriskapproksimasjontildenresulterendeharmoniskeblgen,lst
vedtouliketidspunkter.Dennumeriskelsningenergenerertoveretendeligdomeneog
overettilsvarendeendeligtidsintervall,menbrinnenfordetteuansetttilnrmedenana-
lytiskelsningen(6.8).
Partikleneikanalenutfrerenkle,harmoniskelongtudinalesvingningerrundtlikevekts-
punktetmedfrekvensf = !=2ogperiode1=f,ogtrykkfordelingenikanalenbeskriver
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Figur6.6:Harmonisktrykkblgeix-retningvedtidspunktt
1
= 1:5ms (venstre)ogt
2
=
2:9ms (hyre).
ensinusoidalfunksjonmedamplitudejAj.Vedetgitttidspunkterblgensformenfunk-
sjonmedhensynpax,ognarxkerellerminkermedetintervallslikatk = 2,endres
verkentrykketellerdenderiverteavtrykket.Intervalletkallesblgelengden,og
 =
2
k
:
Blgeformenbevegersegenblgelengdeix-retningiettidsintervalllikenperiode.Frek-
vensogblgelengdeerderforrelaterttilfasehastighetenved
c = f;
somerengrunnleggendelikningvedallblgebevegelse.
Numerisklsningognoenmalfordiskretiseringsfeilen
Skreviseksjon4.7.4omdiskretefunksjonsnormer,ogomhvordandekanvrenyttigesom
malforhvorgodtennumerisklsningapproksimererdentilsvarendeanalytiskelsning-
en.Merdetaljerteunderskelseravarsakerogvirkningerrelaterttiluliketyperdiskretise-
ringsfeilnnesiseksjon6.5.Skalherfrstogfremstgieteksempelpamalingav<avstan-
den>mellomdennumeriskelsningenU
h
(x; t)ogdentilsvarendeanalytiskelsningen
U(x; t)avetproblem,uttryktiendiskretL
p
-normved
jj U(  ; t)  U
h
(  ; t) jj
p
; (6.9)
forenellereregittet  0,ogp  1.Mestbrukter1-,2-og1-normene,sombeskrivesi
seksjon4.7.4.
Modelleringavuendeligedomenererikketrivielt.Haristedetbenyttetetdomenesom
vartilstrekkeliglangttilatblgenekkpropagereutenareekteresitidsintervallet[0; T ],
derT > 0 ersvingningenesperiode.LsteblgelikningenoverenL
x
= 1m lang,smal
kanaldeltihenholdsvisN = 8,32og128blokkeravelementermedkarakteristiskstr-
relseh.Kanalenshydeogbreddetilsvarte

enblokk.Valgtetidsstegt somtilfredsstilte
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CFL-betingelsen(4.34),ogsattedettotaleantallettidsstegT likN,slikatblgenialletre
tilfellerpropagertefremtilx = L.Kildenodene,gittvedDirichlet-betingelsersombleva-
riertsinusoidaltmedperiodeT ,dannetrandatenvedx = 0.
Deneksakteamplitudentilblgekomponenten(6.7)skalinodepunkteth, = 0; 1; : : : ; N,
ogtidspunktetnt,n = 0; 1; : : : ; n
T
,vregittved
p(h; nt) = Acos(!nt  kh); (6.10)
tilsvarende(6.8).Vetatdeneksaktelsningenikkehardispersjon,slikatk = !=c (sesek-
sjon6.5.2),ogharat! = 2=T derT erenperiode.Ettersomenperiodeidetteeksempelet
ergittvedT = n
T
t,ogtidsstegeneervalgtslikatt = h=c,kan(6.10)etterinnsetting
omformestil
p(; n) = Acos

2
n
T
(n  )

; (6.11)
medn
T
= 8,32eller128.Beregnetdennumeriskefeilenp p

imatematikkpakkenMAT-
LAB,ogderesulterendefeilateneervisttilvenstreigur6.7,medsammeskaleringsom
igur6.6.Hyresideavgur6.7visertrykkprolenlangsx-aksenavhenholdsvisp,p

ogp   p

,derp erberegnetfra(6.11)ogp

erdennumeriskelsningensombeskrevet
over.
Ettersomtrykketidenumeriskeberegningeneinitielterlikreferansetrykketp
REF
over-
alt,ogsasettesisvingninger,vildenfrsteaperiodiskeblgefronteninneholdehyfrek-
ventekomponenter.Disseseessomsmaoscillasjonerifeilenp  p

,ogavtaretterhvert.
Bemerkerspesieltatdennumeriskelsningenerfaseforskjvetrelativttildeneksak-
te,ogatforskyvningenminkermedkendediskretiserings-tetthet.Fenomenetanalyseres
nrmereiseksjon6.5.2.
Beregnettilslutt<avstanden>mellompogp

i1-,2-og1-normenvedhjelpavMAT-
LAB,ogkk
n
T
jj p  p

jj
1
jj p  p

jj
2
jj p  p

jj
1
8 44:25 52:92 89:28
32 11:33 13:13 24:34
128 2:87 3:26 7:18
 10
 5
:
DennumeriskefeilenkanavdetteseesavreavO(h;t),ogdetteerenordenmindre
ennforventetfraantakelseneiseksjon4.7.4.Detergrunntilatroatdettekanhasammen-
hengmedinitialbetingelsene,somstartermedenkonstantverdioverheledomenet,samt
nyaktighetenigenereringenavstartvektorene,sombeskrevetikommentarenisluttenav
seksjon4.7.1.
6.3.2 Endeligkanal
Forlpetienkanalavendeliglengdeerbetrakteligmerkomplisertennidentilsvarende
uendeligekanaleniforrigeavsnitt.Blgensomreekteresfradenblokkerte,fullstendig
reekterendeendenavkanalen(segur6.8)vilinterfereremedblgensombevegerseg
motdenblokkerteenden,ogreekteresderetterigjenfrakilde-enden.Detteinitiellefor-
lpetflgesaventilstandkaltsteadystate-tilstanden,derlsningenekanuttrykkesiform
avtoharmoniskeblgersombevegersegimotsattretning,
y(x; t) = Ae
j(!t kx)
+Be
j(!t+kx)
; (6.12)
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Figur6.7:versteradviserdiskretiseringsfeilenved8noder/blgelengde,ogmidterste
ognedersteradtilsvarendeforhenholdsvis32og128noder/blgelengde.Venstrekolonne
erfeilateneoverheledomenet,menshyrekolonneangirtrykkprolerlangsx-aksenav
deteksaktetrykketp (stiplet),detnumeriskberegnedetrykketp

(heltrukken),ogfeilen
p p

(strek-prikk).Forsammenlikningensskylderreferansenivaetforfeilenihyrehevet
tilreferansetrykketp
REF
= 1bar.
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Hult sylindrisk rør Rigid termineringDrivstempel
0 L
x
Figur6.8:Rrellerkanalmedrigidesideveggerogrigid,fullstendigreekterendetermi-
nering,drevetavstempelmedvinkelfrekvens!.
derykanvretrykkellerpartikkelhastighet,ogdekompleksekonstanteneAogBde-
neresvedrandbetingelsene.
Partikkelhastighet
Ettersomrandbetingelseneikildenodeneidenneoppgavenikkekanregnessomfysisk
reellevedsteadystatemodelleringaventransduser(stempel)medhensynpatrykk(se
seksjon6.2.1),erdetimodellenfragur6.8mestnaturligamodelleremedhensynpa
partikkelhastighet.Detkanvises(seseksjon3.4ogBeranek[4])atpartikkelhastighetenogsa
tilfredsstillerblgelikningen(4.1).Lydfeltetienkanalelleretrrerrentreaktivt(seseksjon
2.1.3),slikatpartikkelhastighetener90
o
faseforskjvetiforholdtiltrykket,somvistigur
2.2.Lsningenvilderforvreidentiskmedlsningenforenkanalsomerapenibegge
enderogdrivesavensinusoidaltrykkendringideneneendenfravolumetutenfor.Sker
lsningerpaformen(6.12)medy = u,denererenu
0
likdetvibrerendestempeletsRMS
1
hastighetvedx = 0,ogdenererL likrretellerkanalenslengde.Randbetingelseneerda
gittvedu(0; t) =
p
2u
0
e
j!t
vedx = 0,slikat
A+B = u
0
i(6.12),oggittved
Ae
 jkL
+Be
jkL
= 0
vedx = L,ettersompartikkelhastighetenderernull.Konstanteneiuttrykkettilsvarende
(6.12)medhensynpahastigheterdagittved[4]
A =
u
0
e
jkL
2jsin(kL)
og
B =
u
0
e
 jkL
 2jsin(kL)
;
slikat
u(x; t) =
p
2u
0
e
j!t
sin(k(L  x))
sin(kL)
(6.13)
1
RMS=RootMeanSquare,somdenerti2.1.3.
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eller
u
RMS
= u
RMS
0
sin(k(L  x))
sin(kL)
; (6.14)
derbadeu
RMS
0
ogu
RMS
erkomplekseRMS tidsmidledeverdier.Bemerkeratxogct ikke
opptrersomsumellerdifferanseiargumentettileksponensialfunksjoneni(6.13).Blgen
bevegersegaltsaikkeinoenretning,ogkallesderforenstaendeblge(seseksjon2.3).Et-
tersompartikkelhastighetenherer90
o
faseforskjvetiforholdtiltrykket,sombeskrevet
over,villikning(6.13)giblgeformersomvistigur2.4,forutsattatbetegnelsen<lukket>
igurenbyttesutmed<apent>,ogomvendt.Denmidtersteguren(n = 2)panedrerad
(<

Apent{

Apent>)kandasammenholdesmedgur6.9,somviserenelementmetode-
lsningmedhensynpapartikkelhastighetvedtoforskjelligetidspunkter.Partikkelhast-
ighetenigurenerikkeamplitudemessigkorrektskalertrelativttillsningenfortrykki
nesteavsnitt.
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0
0.05
0.1
−2
−1.5
−1
−0.5
0
0.5
1
1.5
2
2.5
3
x 10−3
Y (m)
Pa
rti
cl
e 
ve
lo
ci
ty
 (m
/s)
t = 7.3ms
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0
0.05
0.1
−3
−2
−1
0
1
2
3
x 10−3
Y (m)
Pa
rti
cle
 v
el
oc
ity
 (m
/s)
t = 8.7ms
Figur6.9:Staendepartikkelhastighetsblgelstnumeriskvedtidspunktt
1
= 7:3ms(venst-
re)ogt
2
= 8:7ms (hyre).Blgenvipperfremogtilbakemellomdetotilstandene.Assym-
metrienivenstreblgeskyldesatdenstaendeblgenennaikkevarfullt<etablert>ved
detvalgtetidspunktet.
Modelleringavstaendeblgervisteseggenereltakrevelangekjringerforagirimelig
stabileresultater.Figurenfort = 7:3ms harsaledesikkeheltsymmetriskamplitude,
ettersomdenerhentetfraettidligtidspunkt.Blgeformenseesseesellersavrerimelig
sinusoidal,tilsvarendeuttrykkene(6.13)og(6.14).
Trykk
Lydtrykketikanalenkannnesfrahastighetenvedhjelpavbevegelseslikningen(3.6),som
isteadystateogendimensjonkanuttrykkes
p =  j!
0
Z
u dx: (6.15)
Integrerte(3.6)medhensynpax,slikatintegrasjonskonstanteni(6.15)mavreuavhengig
avx.Konstantenrepresentereripraksislikevektstrykketihelekanalen[4],ogkanavhen-
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syntiltidligeretrykklsningeridenneoppgavensetteslik1:0.Serlikevelbortfrakonstan-
tenialleberegninger,ettersomdeternettotrykkendringerrundtlikevektsomerdenert
somakustisktrykk(sekapittel3).Integrasjonav(6.15),etterahasattinnforu fra(6.13),
gir[4]
p(x; t) =  j
0
c
p
2u
0
e
j!t
cos(k(L  x))
sin(kL)
(6.16)
ellertilsvarende
p
RMS
=  j
0
cu
RMS
0
cos(k(L  x))
sin(kL)
; (6.17)
derbadeu
RMS
0
ogp
RMS
erkomplekseRMS tidsmidledeverdier.Likning(6.16)girls-
ningersomkangjennnesigur2.4,ogdennumeriskelsningenigur6.10,somviser
enelementmetodelsningmedhensynpatrykkvedtoforskjelligetidspunkter,kansam-
menholdesmedmidterstegur(<

Apent{Lukket>)ihyrekolonne(n = 3).Detkan
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Figur6.10:Staendetrykkblgeirrsomerapentienendelstnumeriskvedtidspunkt
t
1
= 7:3ms (venstre)ogt
2
= 8:7ms (hyre).Blgenvipperfremogtilbakemellomdeto
tilstandene.
observeresatdetakustisketrykketvedx = L = 1mhareksaktdobbelamplituderela-
tivttildendrivendefunksjonens<peak>-amplitudepa1mbar.Dettestemmerigjenmed
superposisjonsprinsippet,ogkansammenholdesmedresultatetigur6.3.
6.3.3 Delvisblokkertkanal
DiffraksjoneretfenomensomenklestbeskriveskvalitativtveddetsakalteHuygens'prin-
sipp(seseksjon2.2.3).Prinsippetgirenvissforstaelseavhvordanlydblgeravbyesog
spresvedpasseringavendelbarrieresomvistigur2.3C.Entodimensjonalelement-
metodemodelleringavfenomenetervistigur6.11.
Drivendefunksjonveddennesimuleringenvarensakalt<step>-funksjon,denertved
(6.24).Domenetvar11m,delti6464likesideteblokkera6tetraedre.Kildenvarogsaher
ensakaltplankilde,denertvedDirichlet-betingelseriallenodersomutgjrrandatenved
x = 0.Beregningsgitteretervistigur6.12.Barrierenblemodellertvedatallelokalnoder
tilhrendetosmale,vertikaleseksjonerbledekopletfraberegningsgitteret.Randenble
deretterjustertslikatbarrierenebleendelavden.
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Figur6.11:Diffraksjonrundtenspalteienblokkerende,tynnbaffel(ikkesynlig),vedtids-
punktert = 0:73ms; 1:09ms; 1:45msog1:82ms (fravenstre,verst).
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Figur6.12:Beregningsgitteretformodelleringavdiffraksjon.Barrierenkansavistseesi
venstredelavgitteret,iformavtomegetsmalevertikaleseksjoneravblokkersomer
fjernet.
Observereroscillasjonersomresultatavreeksjonermellombarrierenogkilden.Sf-
riskeblgerkanseesadiffraktere(seseksjon2.2.3)utoverfraspaltenskanteroginni
barrierenesakustiske<skygger>,ogdettestemmermedHuygens'prinsipp,beskreveti
seksjon2.2.
6.3.4 Rektangulrtvolum
AntaetrektangulrtvolummeddimensjonerL
x
,L
y
ogL
z
,somvistigur6.13ogbe-
skrevetiseksjon2.3.3.Volumetkanrepresentereenenkelmodellavetrom,ensalelleret
hvilketsomhelstannetrektangulrtvolummedfaelleringenapningerogrigidevegger,
slikat@U=@~n = 0vedallerandater.Visteiseksjon4.4atdaerenergienbevartivolumet,
slikatdetilhrendelsningeneavblgelikningenerstaendeblger,gittved[40]
p
lmn
= A
lmn
cosk
xl
xcosk
ym
y cosk
zn
z e
j!t
; (6.18)
derkomponentenetil
~
ker
k
xl
= lL
x
; l = 0; 1; 2; : : :
k
ym
= mL
y
; m = 0; 1; 2; : : :
k
zn
= nL
z
; n = 0; 1; 2; : : :
Detillatteresonansfrekvenseneerderforkvantiserttil
!
lmn
= c
v
u
u
t

l
L
x

2
+
 
m
L
y
!
2
+

n
L
z

2
; (6.19)
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Figur6.13:RektangulrtvolumavdimensjonL
x
,L
y
ogL
z
.
somertilsvarendegittforf = !=2 iseksjon2.3.3.Hveregenfunksjon(6.18)harsinegen
karakteristiskeegenfrekvens(6.19),spesisertveddeordnedeheltallenel,mogn.Egen-
funksjonenekandekomponerestilpropagerendeplaneharmoniskeblger.Dersomls-
ningene(6.18)representerespakomplekseksponensialformogekspanderestilensumav
produkter,kandetvises[40]at
p
lmn
=
1
8
A
lmn
X

e
j(!tk
xl
xk
ym
yk
zn
z)
; (6.20)
dersummasjoneneroverallepermutasjoneravpluss-ogminus-tegn,somskissertisek-
sjon2.3.3.Hveravdisseattetermenerepresentererenplanblgesomforplantersegien
retninggittveddenspropagasjonsvektor
~
k
lmn
,somprojisertpakoordinatakseneerk
xl
,
k
ym
ogk
zn
.Lsningenkanmedandreordseessomensuperposisjonavattepropage-
rendeblger,eninnihverkvadrant,medforplantningsretninglastvedrandbetingelse-
ne.Denkoherentekombinasjonenavdisseblgene,somhverforplantersegvinkelrettpa
koordinataksene,dannerdentre-dimensjonalestaendeblgengittveduttrykket(6.18).
Iakseretningenevilmnstreneavstaendeblgersombeskreveti(6.18)inoengrad
kunnesammenholdesmedlsningeneforrrellerkanalersomerlukketibeggeender,
vistigur2.4.Volumersomerapneellerdelvisapnevilgilsningersompatilsvarende
viskansammenholdesmedderespektive

en-dimensjonalemnstrene.Begrensningene
idenanalytiskekildenodemodellen,omtaltiseksjon6.2.1,medfrteatlsningen(6.18)
ikkekunneapproksimeresdirekte.Valgteistedetentilnrmingderkildenodenifysisk
forstandkanbetraktessomentenktapningmotetlangtstrrevolumdertrykketvarie-
rermedtiden.Langsakseretningenevilderforderesulterendelsningeneistedetvre
sammenliknbaremedmidtersterad(<

Apent{Lukket>)igur2.4.
Antydetietforegaendeavsnittatstaendeblgerkreverforholdsvislangesimuleringer.
Detteharsammenhengmedatblgenemaforplantesenrekkegangerfremogtilbake
gjennomheledomenetforadannestabilemnstresombeskrevetovenfor.Forabegrense
prosesseringstidenharvolumetigur6.14derforbare8blokkeriz-retning,samtatguren
frstogfremstviserdannelsenavetmnsteravstaendeblger.Dennedannelsenseesidet
kvadratiskexy-planetvedatdesfriskeharmoniskeblgenefrakildenetterhvertbidrar
60 KAPITTEL6.VERIFIKASJON
    0.0
 0.1429
channel
Pressure
Step     81
Time      0.00
XY plane   1
    0.0
 0.1429
channel
Pressure
Step     98
Time      0.01
XY plane   1
    0.0
 0.1429
channel
Pressure
Step    113
Time      0.01
XY plane   1
    0.0
 0.1429
channel
Pressure
Step     81
Time      0.00
XY plane   8
    0.0
 0.1429
channel
Pressure
Step     98
Time      0.01
XY plane   8
    0.0
 0.1429
channel
Pressure
Step    113
Time      0.01
XY plane   8
Figur6.14:Kotekurvermedhensynpatrykkviserdannelsenavstaendeblgerietvolum,
fortreuliketidspunktert = 4:2ms (frstekolonneiguren),t = 5:1ms (andrekolonne)
ogt = 5:9ms (tredjekolonne),ogvreognedrelag(hhv.vreognedreradiguren)av
noderidettre-dimensjonaleberegningsgitteret.Volumetvardelti56 56 8 likesidete
blokker.Kildenodenvari(0; 0; L
z
) (nrmeste,vrehjrneigurene).Figureneerhentet
fraFRONTSIMspost-prosessor.
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tilavedlikeholdeetstabiltmnstermedkomponentervinkelrettpakoordinataksene,som
beskrevetover.Figurenviserkotekurveritoulikexy-snitt,henholdsvisvreognedrelag
avnoderiberegningsgitteret.Snittparalleltmedz-aksenerikkevist,ettersomdenstaende
blgeniz-retningvarsvrtenkel,oggavliteinteressantemnstre.Komponentensvarte
tildengrunnharmoniske(n = 1),midtivenstrekolonneigur2.4,somkanseesavre
enkvartblgelengde.Trykketivrenodelagvilderforvre90
o
faseforskjvetiforhold
tilnedrelagvedenfulltutvikletstaendeblge.
6.4 Harmoniskesfriskeogsylindriskeblger
Dengenerellekulesymmetriskelsningenomorigoforblgelikningenmedhensynpa
trykkerisfriskekoordinatergittved[40]
p(r; t) =
1
r
f
1
(ct   r) +
1
r
f
2
(ct+ r); (6.21)
derrerradien,ogdenfrstetermenrepresentererensfriskblgesomdivergererfraen
punktkildeiorigomedhastighetc,mensdenandrerepresentererenblgesomkonverge-
rermotorigo.Divergerendesfriskeblgerkan,somplaneblger,skrivessomensumav
harmoniskeblgekomponenter.Enslikkomponentkanpakompleksformrepresenteres
ved
p(r; t) =
A
r
e
j(!t kr)
; (6.22)
derA igjenerenkomplekskonstant.VedpassendevalgavstarttidspunktkanAogsavre
enrentreellkonstantutentapavgeneralitet,ogdavilA=rvreblgenstrykkamplitude.
Trykkamplitudenienudempetsfriskblgeeraltsaikkeenkonstant,somienudempet
planblge,menavtarinverstmedavstandenfrakilden.Denfaktisketrykkamplitudener
denreelledelenav(6.22),gittved
p(r; t) =
A
r
cos(!t  kr): (6.23)
Engodnumeriskapproksimasjontilenlsningpadenneformenforutsetterkildenoder
fordeltoveretkuleskallmedradiusr = 1,ogetsliktberegningsgitterlotsegikkedenere
medtilstrekkelignyaktighetiFRONTSIMspre-prosessor.Valgteistedetagjreforsk
medenenkeltnodesompunktkilde,styrtvedenDirichletbetingelsesomiforegaende
seksjoner.Denresulterendelsningenvilledaikkehanoendirektefysiskanalog,men
kunneeventueltbetraktessomenformformatematisk-numeriskabstraksjon.Feltetrundt
kilden,heretterrefererttilsomennumeriskpunktkilde,kanlikevelvisesahaegenskaper
somkorresponderermeddeanalytiskelsningenebeskrevetover.
Tilvenstreigur6.15visestrykketsomatehydeoveretxy-snittgjennomkilde-
noden,fraennumerisklsningoverenkvadrantavdenkomplettesfren.Domenetvari
dettetilfelleten111mkube,delti16likesideteblokkerihverakseretning,medkilden
ihjrnet(0; 1; 0).Valgteettidspunkt(T = 2:5ms)slikatblgenpropagertefremtilranden
utenareekteres.Svingningenesamplitudeseruttilafalleinverstmedkenderadiusfra
dennumeriskekilden.
Isylindriskekoordinater,somoftebenyttesvedbeskrivelsenavetfeltrundtensakalt
linjekildeskaltrykketavtainverstmedkvadratrotenavradien[54].Enlinjekildeerenkilde
meduendeligutstrekningienromdimensjon.Tilsvarendebegrensningergjordeseggjeld-
endeveddeneringavberegningsgitteretrundtlinjekildensomrundtpunktkilden.Valgte
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avsammearsakagjreforskmedenvertikalradmednodersomenformfornumerisk
linjekilde,styrtvedenDirichletbetingelse.
Enelementmetodelsningervisttilhyreigur6.15.Denvalgtelinjekilde-modellen
skalhauendeligutstrekningiz-retning,ogettersomlsningenutviserradiellsymmetriom
denneaksen,visergurenenkvadrantavetplanslikatz =konstant,somover.Domenet
varsomforsfriskekoordinater(over),menmedkildeni(0; 1; z
i
); i = 1; : : : ; 17,dvs.alle
noderiz-retningover(0; 1) ixy-planet.
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Figur6.15:Enkvadrantfraetxy-snittgjennomnumeriskeapproksimasjonertildehar-
monisketrykksvingningeneomkringhenholdsvisenpunktkilde(venstre)ogenlinjekilde
(hyre).Flatehydeangirtrykk.
Svingningenesamplitudeseesavbeggegureneaavtainverstmedkenderadius,
menmedhyereraterundtpunktkildenennrundtlinjekilden,ogdettetyderpaenviss
gradavkonsistensmeddenanalytiskemodellen,sombeskrevetover.
Envurderingavmodelleneseventuellerelevansbrogsainneholdeenunderskelse
avdenradiellesymmetrienidenumeriskelsningene.Post-prosessorentilFRONTSIM
kan,sombeskrevetover,visekotekurverforlsningene.Vedalaensakaltstep-funksjon
(seseksjon6.5)bestemmeverdieneforetakustisketrykketikildenodeneoglablgen
propagerefremtilmotstaenderand,viltetthetenavkotenesamtidiggietinntrykkavdet
karakteristisketrykkfalletomkringkilden.
Fremgangsmatenvedgenereringenavderesulterendelsningenevistigur6.16var
forvrigsomidetoeksempleneover,menmedhyeretetthetiberegningsgitteret(kettil
32blokker/meteriallerelevanteakseretninger).Seravgurenatdetradielletrykkfallet
rundtdennumeriskepunktkildeninitielterbetrakteligbrattereennrundtdennumeriske
linjekilden,forsaaavta.Detteerigjenrimeligutfradetilsvarendeanalytiskemodellene.
Linjekilde-lsningenutvisertiltakendebratthetietliteintervallomkringradiensvaren-
detilsidekanteneslengdeiberegningsgitteret,mendetteerresultatavstep-funksjonens
initiellebratteblgefront.
Punktkildenstilsttendesideaterpadetkubiskelsningsdomenetharkotedistribusjon
somvistverstigur6.16.Beggegurenetyderparadiellsymmetrisomforventetutfra
deanalytiskelsningene.
Foregaendelsningerblebareberegnetoverenkvadrantavdetfullstendige,akse-
symmetriskedomenetomkringkilden,avhensyntilprosesseringstidenoglagringsbehov.
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Figur6.16:Detradielletrykkfalletrundthenholdsvisennumeriskpunktkilde(verst)og
ennumerisklinjekilde(nederst).Kildenblestyrtvedenstep-funksjonmedamplitude
A = 1mbar.Figurenvisertrykketrundtkildenetteratblgefrontenharpropagertfrem
tilranden(32tidssteg).
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Linjekildergirblgefrontermedsylindersymmetri,ogkreversaledesikkefullstendigetre-
dimensjonaledomener.Kunnederforbyggeettilnrmetto-dimensjonaltberegningsgitter
medsentrertnumerisklinjekildesomenendeligkontrollpasymmetrienilsningene.Til-
svarenderadiellnyaktighetsomiforegaendelsningerforutsatteetgittermed64 64
blokkerixy-planet.Gitterethaddebaretoblokkeriz-retning,somerminimumforden
tre-dimensjonalelikningslsereniFRONTSIM.vrigebetingelservarsomforlsningen
igur6.16.Figur6.17og6.18viserdenresulterendelsningen,henholdsvismedoguten
beregningsgitteret.
Figureneviserattrykketilsningenfallersylinder-symmetriskomdennumeriskekil-
den.Samtidigkandetobserveresatblgefrontensfasehastigheternoehyerelangsen
diagonalfranedrevenstretilvrehyrehjrneigurene.Detteerennumeriskfeilsom
harsammenhengmedberegningsgitteretsstruktur.Figur4.1viserathverblokkigitteret
erdeltisekstetraeder-elementer,paenslikmateatforbindelsenemellomblokknodene
dannerenhoveddiagonal.Dennenoesterkerediagonalekoplingenmellomnodeneigit-
teretresultereriennumerisktransporthastighetsomersvaktasymmetrisk.
6.4.1 Interferens
Interferenserogsaetfenomensomenklestbeskriveskvalitativtvedprinsippetomsuper-
posisjon(seseksjon2.2.6).Toblgefronterpasammestedtilsammetidvilinterfererekonst-
ruktivtdersomdeerifase,slikatdensummerteblgensamplitudeker.Entodimensjonal
elementmetodemodelleringavfenomenetervistigur6.19,ogresultatetseruttilavre
konsistentmedteorien.Drivendefunksjonidetonumeriskelinjekildenevarenpositiv
halvperiodeavensinus-funksjon,ogdesmaoscillasjonenesomflgerhverblgeerresul-
tatavnumeriskeunyaktigheter,sombeskrevetinesteseksjon.
6.5 Numeriskeunyaktigheter
Numeriskemetoderforlsingavpartielledifferensiallikningerintrodusererkarakteristis-
kefeilforbundetmeddiskretiseringeniromogtid.Dissefeilenekanikkealltidberegnes
matematisk,spesieltikkevedmegetkompliserteproblemstillinger.Denlinereblgelik-
ningenmedkonstantekoefsienterburdegirelativtforutsigeligenumeriskelsninger,
menettersomdenneoppgavenertenkaskulledannegrunnlagetforviderearbeidemed
meravanserteblgeproblemerderteorienersvakere,ervektenbevisstlagtpaanalyseav
resultaterfrapraktisktesting.Ensystematiskuttestingkangietbrukbartgrunnlagfora
vurderemetodenesnyaktighet[43],ogvalgavparametrekanimangetilfellergjrespa
grunnlagaventilsvarendesystematiskanalyseavtestresultatene.
Hariforegaendeseksjonervistetsettmednumeriskelsningersomkorrelererbra
meddetilsvarendeanalytiske,innenforrammeneavdeopprinneligekravsomblestilti
seksjon4.2.Kvalitativerimelighetsvurderingertyderpaatlsningeneogsaerkonsistente
vedmerkompliserteproblemstillinger,utenatdettelikevelkananseessombevist.
Detkanvises[4][40]atenvilkarligblgeformsomerenlsningavdenlinereblge-
likningenkankarakteriseresfullstendigvedkomponentenesamplitudeogfase.Eventuelle
unyaktigheterrelaterttildissetoparametrenevilderforvremestviktigakartleggeved
numeriskmodelleringavblgeforplantning.Fastsloiseksjon4.7.4atamplitudeavvikien
korrektimplementertnumeriskmetodefrstogfremstkanknyttestilmetodensstabilitet,
ogatfasefeiltilsvarendeernrtforbundetmednumeriskdispersjon.
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volume
Pressure
Step     32
Time      0.00
Figur6.17:Detradielletrykkfalletrundtennumerisklinjekilde,medberegningsgitter.Kil-
denblestyrtvedenstep-funksjonmedamplitudeA = 1mbar.Figurenvisertrykketrundt
kildenetteratblgefrontenharpropagertfremtilranden(32tidssteg).
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volume
Pressure
Step     32
Time      0.00
Figur6.18:Detradielletrykkfalletrundtennumerisklinjekilde,utenberegningsgitter.v-
rigebetingelsersomiforegaendegur.
6.5.NUMERISKEUNYAKTIGHETER 67
Figur6.19:Interferensmellomenkleblgefronterfratonumeriskelinjekilder.Tidssekvens
fravrevenstrehjrne.
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Forutenberegningsnettetsvariablenhetitidogrom,kjennetegnesskjemaet(4.22)ved
toparametre og somkanjusteres.Detstoreantalletmuligekombinasjonertilsierat
rommetavutfrbaretestermaavgrenses,ogparameterparenea)-h)itabell(4.25)dannet
hensiktsmessige<koordinater> langstenkte-og-akseridetnevntetestrommet.Til-
svarendebetraktningerlatilgrunnvedvalgetavdenklassiskeCFL-betingelsen(4.34)som
referansepunktvedvalgavtidsstegtrelativttildetsemidiskretiserteproblemetstypiske
elementstrrelseh.
Klassenavdrivendefunksjonereridenneoppgaventenktakunnebestaavaperiodiske,
ogsadiskontinuerlige,funksjoner,selvomdissestrengttattikkeeriHilbertrommetH
1
.
Dettestillerikkebaresvrtstorekravtildennumeriskemetodensstabilitet,menogsatil
densevnetilabevareblgekomponentenesrelativefase.Eteksempelpaendiskontinuerlig
funksjonerdensakaltestep-ellertrinnfunksjonen,gittved
u(t  a) = 1; t  a;
= 0; t > a;
(6.24)
ogvistigur6.20(denbeskrevnefunksjonenermerpresisteninvertertenhets-step-
funksjon,tidsforskjvettila).Detkanvises[42]atresponsen(t)fraetlinertsystemved
1
s(t)
u(t−a)
a t0
Figur6.20:Enhetsstep-funksjon,invertertogtidsforskjvettila.
enstep-eksitasjonu(t),kaltstep-responsen,girenfullstendigtidsdomene-karakterisering
avsystemet,ogertilstrekkeligtilabestemmesystemetsresponsr(t)overforenhveran-
neneksitasjone(t).DetteuttrykkesveddetsakalteDuhamelsuperposisjons-integralet[42],
gittved
r(t) = e(0+)(t) +
Z
t
0+
e
t
()(t  )d; (6.25)
dere
t
(t)erdentidsderiverteaveksitasjonene(t),oge(0+)erverdienave(t)vedt = 0+.
6.5.1 Stabilitet
Visteiseksjon4.7.3atdetparameterstyrteNewmarksskjema(4.22)erubetingetstabilti
normenjj  jj
H
1
dersomvissekrav(4.30)tilparametrene og ertilfredsstilt,ogopp-
gavatbareparameterparenec)ogh)i(4.25)tilfredsstiltedissekravene.Vistesamtidigat
skjemaetogsainoentilfellerkunneutvisestabilitetselvom og ikketilfredsstiltede
ovennevntekravene,forutsattattidsstegenevarsmanokiforholdtilblgelengdenesom
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skullerepresenteres.Ubetingetstabilitetkanipraksisvreenstorfordeldersomrom-
diskretiseringenerirregulr,f.eks.medsmalokalefortettinger.Tidsstegenekandavelges
utfraeventuellekravtilprosesseringstidogdennskedenyaktighetenvedfortettingene.
Skalhervisenoenresultaterfrauttestingenavstabilitetentildeulikeskjemaene,og
kortkommentereeventuelleandreegenskaper.
Ubetingetstabileskjemaer
Avdeoppgitteparameterparenec)ogh)erdetbareh)somiutgangspunktetskalgietskje-
mautennumeriskdemping.Seravgur6.21ath)resultererietskjemasomidetvalgte
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Figur6.21:Step-responsentilNewmark-skjemaetbasertpaparametreneh),gittved =
1=2og = 1=4.Gittent
CFL
somtilfredsstillerCFL-betingelsen,svarerdebenyttede
tidsstegenetilhenholdsvist
CFL
 2(versttilvenstre),t
CFL
(versttilhyre),t
CFL
=2
(nedersttilvenstre),t
CFL
=4 (nedersttilhyre).
eksempeletgirenbrattblgefront,fulgtaveksponensieltavtakendehyfrekventeoscilla-
sjonernartidsstegeneoppfyllerCFL-betingelsen.Oscillasjonenehareninitiellamplitude
avstrrelsesorden1=3avstep-eksitasjonenstotaleamplituderettetterfronten,ogdrsa
forholdsvisfortut.Nartidsstegeneslengdedoblesblirfrontenslakere,samtatoscillasjone-
nefarstrreamplitudeoglengretidskonstant.Halveresderimottidsstegene,farlsningen
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enbratterefrontogbetrakteligredusertamplitudepaoscillasjoneneetterfronten,selvom
varighetentilsynelatendeikkereduseres.Oscillasjonenesfrekvenskerogfarmerkarakter
avsty,ogdetoppstaritilleggetekstrautsvingfrdenbratteblgefronten.Reduserestids-
stegeneytterligere,tilfjerdepartenavCFL-tidssteget,skjerdetsvrtlitenendringverkeni
blgefrontensbratthetelleridenpaflgendestyen.Istedetkesoversvingetsamplitude
foranfrontentil1=3avstep-eksitasjonenstotaleamplitude,ogoversvingetinnledesavet
paroscillasjoner.
DebeskrevneresultatenekantolkesslikattidsstegenebrtilfredsstilleCFL-betingelsen
ellervrenoekortere,nedmothalvparten,foraoppnastrstnyaktighet.Blirtidsstegene
forlangeopptreroscillasjoneneetterblgefronten,ogblirdeforkorteopptrerdeforan.
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0
0.010.999
0.9995
1
1.0005
1.001
1.0015
1.002
Y (m)
Pr
es
su
re
 (b
ar)
dx = 1/128    dt = CFL*2
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0
0.010.999
0.9995
1
1.0005
1.001
1.0015
1.002
Y (m)
Pr
es
su
re
 (b
ar)
dx = 1/128    dt = CFL
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0
0.010.999
0.9995
1
1.0005
1.001
1.0015
1.002
Y (m)
Pr
es
su
re
 (b
ar)
dx = 1/128    dt = CFL/2
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0
0.010.999
0.9995
1
1.0005
1.001
1.0015
1.002
Y (m)
Pr
es
su
re
 (b
ar)
dx = 1/128    dt = CFL/4
Figur6.22:Step-responsentilNewmark-skjemaetbasertpaparametrenec),gittved =
3=2og = 1.Gittent
CFL
somtilfredsstillerCFL-betingelsen,svarerdebenyttedetids-
stegenetilhenholdsvist
CFL
 2 (versttilvenstre),t
CFL
(versttilhyre),t
CFL
=2
(nedersttilvenstre),t
CFL
=4 (nedersttilhyre).
Skjemaetbasertpaparametrenec)kjennetegnesigur6.22avkraftignumeriskdemp-
ing.Figurenviseringentegntiloscillasjoner,ogblgefrontenblirtilsynelatendeproporsjo-
naltbratteremedkorteretidssteg.Uansetterfrontenbetrakteligslakereenndettilsvarende
resultateti6.21,gittvedparametreneh).
Engraskfremstillingavblgekomponentenesrelativeamplitudejj forhenholdsvis
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h)ogc)ergittigur6.23.Denlogaritmiskex-aksenigureneuttrykkerforholdetmellom
avstandenc
m
tenblgekomponentm tilbakeleggerilpetavtidsintervallett,ogbl-
gelengden
m
tildensammekomponenten.Forengitttkanmanseavgurentilhyre
atskjemaetgittvedc)demperkorteblgelengder.Foreksempelmultipliseresamplituden
tilkomponentermedblgelengdepa9  c
m
tmedenfaktorpaca.0:6vedhverttidssteg.
Kanogsatolkehyregurslikatmanvedbrukavskjemabasertpac)mavelgemeget
kortetidssteg,f.eks.avstrrelsesorden10
 1
 
m
=c
m
,forabevareblgekomponenterav
betydning[69].Grafentilvenstreigur6.23visertilsammenlikningatskjemaetbasertpa
parameterpareth)ikkedempernoenblgekomponenteruansetttidssteg.
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Figur6.23:Variasjonavblgekomponentenesrelativeamplitudejjmedc
m
t=
m
forskje-
maenebasertpahenholdsvish)(venstre)ogc)(hyre).Seratc)utviserkraftigdemping
avblgelengderkortereennca.10  c
m
t,mensh)erutennumeriskdemping.
Betingetstabileskjemaer
Betingetstabileskjemaerkjennetegnesvedatdestillerkravtildetrelativeforholdetmel-
lomberegningsnettetsnhetitidogromforikkeaforstrrediskretiseringsfeiliinital-
betingelsenemedtiden.Fortypiskesentrertetrestegsdifferanse-skjemaererdettekravet
gittveddensakalteCFL-betingelsen(4.34).Visteenrelatertstabilitetsbetingelsei(4.33)for
trestegsskjemaersomogsakanutvisedemping.
Samtligeskjemaeranvendtidenneoppgavenkreverlsingavlikningssystemerved
hverttidssteg,ogkallesderforimplisitte,sombeskrevetiseksjon4.7.3.Tilsammenlikning
erlsningenvedsakalteeksplisitteskjemaerihverttidssteggittdirektefradeforegaende,
ogdettegjrskjemaenemegeteffektive.Tilgjengjeldereksplisitteskjemaeralltidbetinget
stabile.
FRONTSIMslikningslserersvrteffektiv,ogimplisitteskjemaermedubetingetsta-
bilitetkangienrekkefordeler,sombeskrevetovenfor.Hensiktenmedatestedeflgende
betingetstabileskjemaenevaraunderskeomdissekunnebyandregunstigeegenskaper,
spesieltmedhensynpanyaktighet.
Grafentilvenstreigur6.24viserattidsstegenemavresvrtkorteiforholdtilbl-
gelengdenesomskalrepresenteresforaoppnaenstabillsningmedetskjemabasertpa
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parametrenegittia)itabellen(4.25).Detblederforikkefunnethensiktsmessigapresentere
lsningerbasertpadetteskjemaet.
10−2 10−1 100 101 102 103
0
1
2
3
4
5
| m
y |
dt(c/lambda)
10−2 10−1 100 101 102 103
0
0.2
0.4
0.6
0.8
1
gamma=1.5  beta=0.8
| m
y |
dt(c/lambda)
Figur6.24:Variasjonavblgekomponentenesrelativeamplitudejjmedc
m
t=
m
forskje-
maerbasertpaparametrenea)(venstre)oge)(hyre).Serata)medfrerlsningerderalle
komponentermedblgelengdekortereennca.100  c
m
tvilvoksemedhverttidssteg.Til
sammenlikninggire)lsningerderkomponentermedblgelengdekortereennca.7c
m
t
undertrykkesfullstendigfrafrstetidssteg.
versttilvenstreigur6.25visesenlsningbasertpaskjemaetdenertvedparame-
terparetb).Skjemaeterbarebetingetstabilt,mengirlikevelblgekomponentenesrelative
amplitudejjkonstantlik1iengraskfremstillingsomover,ettersomdeterutendemp-
ing.Lsningenbleustabilvedtidsstegsomtilsvarteomkring0:3gangerCFL-tidssteget.
Bortsettfradeta)-baserteskjemaet,visted)svakeststabilitetsegenskaper.Skjemaeter
ikkedempende,dvs.girjj konstantlik1,oggavenlsningsvrtlikth)vedtidssteg
tilsvarende1=4avCFL-betingelsens(seversttilhyreigur6.25).Detvarikkemuliga
fastabilelsningermedlengretidssteg.
Tiltrossforatparametrenee)skullegittetbetingetstabiltskjemautfrakravene(4.30),
gavdetkonsekventstabilelsningerveduttesting,ogsavedmegetlangetidssteg.Resul-
tateneveddelengsteavprvedetidsstegeneerikkevistiguren6.26,mengavsuksessivt
slakereblgefront.Devisteresultateneertilsynelatendeidentiskemedc),mengrafentil
hyreigur6.24viserenlangtkraftigeredempingavkomponentermedblgelengdekor-
tereennca.9  c
m
t.Komponentermedblgelengdekortereennca.7  c
m
tundertrykkes
fullstendigfrafrstetidssteg,ognrmereanalyseavdiskriminanten(4.33)viseratskje-
maetfrstblirustabiltforblgelengderkortereennca.2:5  c
m
t.Detteerarsakentil
skjemaetsgodestabilitetsegenskaper.
Oscillasjoneneetterblgefrontenilsningenfraskjemaetgittvedf)-parametrene,vist
nedersttilvenstreigur6.25,eridentiskemedh)vedtilsvarendetidssteg.Tilgjengjeld
innledesfrontenavereoscillasjoneroveretlengretidsintervall,menmedsammemak-
simaleamplitudesomih).Stabilitetenogdempingenvarsomforb)ogg).
Detsistebetingetstabileskjemaetgavenlsningsomvistnedersttilhyreigur6.25,
ogtokutgangspunktiparametreneg).Oscillasjoneneetterblgefrontenvarsomid),mens
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Figur6.25:Step-responsentilrebetingetstabilesentrerteNewmark-skjemaervedtids-
stegtilsvarendet
CFL
=4 :b),medparametre = 1=2og = 0(versttilvenstre), d),med
parametre = 1=2og = 1=6 (versttilhyre), f),medparametre = 1=2og = 1=10
(nedersttilvenstre)ogg),medparametre = 1=2og = 1=12 (nedersttilhyre).
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Figur6.26:Step-responsentilNewmark-skjemaetbasertpaparametrenee),gittved =
3=2og = 4=5.Gittent
CFL
somtilfredsstillerCFL-betingelsen,svarerdebenyttede
tidsstegenetilhenholdsvist
CFL
2 (versttilvenstre),t
CFL
(versttilhyre),t
CFL
=2
(nedersttilvenstre),t
CFL
=4 (nedersttilhyre).
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fronteninnledesmederogmerkomplekseoscillasjonerennh),menmedsammemaksi-
malamplitude.Lsningenvargenereltmegetlikf),medsammestabilitet.
Medunntakavproblemersomkreverekstremdempingavhyefrekvensersomie),
kandetherikkeseesavresrligefordelervedbetingetstabileskjemaer.Kunnedisse
vrtuttryktoglsteksplisittvilledetkunnehagitteneffektivitetsgevinst,mensomde
starherkreverdekorteretidsstegennhvasomseruttilavreeffektivitets-ognyaktig-
hetsmessigoptimalt.Videreunderskelsererderforbasertpaubetingetstabileskjemaer.
6.5.2 Dispersjon
Innsettingav(6.7)iblgelikningen(6.1)gir
! = kc ; (6.26)
somkallesdispersjonsrelasjonen.Dennerelasjonenuttrykker,sammenmed(6.6),at!ogk
errelatertvedenkonstant,c,ilsningen(6.5).Denanalytiskeforplantningshastighetener
medandreorduavhengigavblgelengden.Itillegger! idetanalytisketilfelletenreell
strrelse,slikatingenblgekomponentervokserellerdempes.Enslikkvalitativoppfr-
selkanbaretilnrmelsesvisoppfyllesnarproblemetlsesnumerisk,menkjennskaptil
feilkildenekanvreetgodtutgangspunktforagjretilnrmelsensagodsommulig.
Hyfrekventeblgekomponenterervanskeligstabehandlenumerisk.Diskretiserings-
feilenvedhyerefrekvenserviltypiskvrestrrefordideharmoniskeblgekomponente-
neskalrepresenteresvedbrukavfrrenodepunkter.Etekstremteksempelforberegnings-
gittermedlinerinterpolasjonerenkomponentmedblgelengde2h,somvistigur6.27.
Enlitenfaseforskyvningmedfreratkomponentenapproksimeresmedforlavamplitu-
de.Detteintrodusererenformfornumerisk<sty>veddehyestefrekvensene,ogstyen
fremtrersomsma,merellermindretilfeldigetransienterrundthyfrekventeblgekom-
ponenter.Dettekanobserveresisamtligegureravdiskontinuerligefunksjoneridenne
oppgaven.
p(x,t)
x
p(x,t)
x
Figur6.27:Frekvenskomponentermedblgelengde2herdemesthyfrekventesomkan
approksimeresvedlinerinterpolasjon,menkanintroduserefeilogsavedkortetidssteg.
Detodiskretisertekomponenteneervistfaseforskjvet90
0
,tilsvarende1=2h.Komponen-
tentilhyrevilikkegibidraginodene.
Itilleggtildenhyfrekventestyenopptrerogsaetfenomenavmersystematiskka-
rakter.Etterdiskretiseringvilenen-dimensjonalblgekomponentsom(6.7)typiskvre
paformen
p
n
h
= Ae
j(!

nt kh)
;
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derherelementeneskarakteristiskestrrelseogtertidsstegeneslengde,oginnsettingi
denfulltdiskretiserteblgelikningengir,dersomogantasgitt,ennumeriskdispersjons-
relasjon
!

= !

(k; h;t): (6.27)
Generelter!

kompleks,ogdetkanvises[43]fra(6.27)atdiskretiserteblgekomponenter
propagerermedulikhastighetavhengigavforholdetmellomblgelengden,elementstr-
relsenogtidsstegene.
Etalternativtmalpaetskjemasnyaktighetkanistedetfortrunkeringsfeilenvre
!
e
= !   !

.Sentrertetrestegsdifferanseskjemaervilgenerelthaenfeil!
e
avorden
O(h
2
;t
2
),ogstrstfeilforkorteblger.Velgesct 1ogkh 1erdispersjonensvrt
liten,ogdersomden<numeriskehastigheten> h=t = c fordenfulltdiskretiserteutgav-
enavblgelikningen(6.1),vil!

= !.OftekanikkedenneCFL-betingelsentilfredsstilles
eksakt,f.eks.vedirregulrdiskretisering.Forasikrestabilitetmadah=t < c,ogdet
kanvises[43]fra(6.27)atenblgeformdavilforvrengesetterhvertsomdenforplanterseg
gjennomdomenet,ogmestforhyefrekvenser.
Impulserogdispersjon
Haridetflgendevalgtabenytteendrivendefunksjonsomersrdelesvanskeligaapp-
roksimeremedenbegrensetsumavtestfunksjoner,ogsomiendasterkeregradennstep-
funksjonenfarfremfeilogunyaktigheter.Detkanvises[42]atstep-funksjonenstidsderi-
verteerenimpuls-funksjon,eller
u
0
(t) = (t  a); (6.28)
vistgraskigur6.28.Denviktigsteegenskapentilimpulsfunksjonen(6.28)eruttrykt
a a tt 00
1 1
u(t) u’(t)
Figur6.28:Impulsfunksjonen(hyre)somtidsderivertavstepfunksjonen(venstre).
ved
Z
+1
 1
f(t) (t  T ) dt = f(T );
forenvilkarligintegrerbarfunksjonf(t),og(t   T ) = 0 forallet 6= T.Funksjonens
egenskapergjrdentiletgodtutgangspunktforanalytiskestudieravuliketestfunksjoners
egenskaperitidogrom,menidenneoppgavenvildenfrstogfremstanvendessom
drivendefunksjonvedkvalitativeunderskelseravnumeriskeunyaktighetervedulike
ubetingetstabileskjemaer.
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Figur6.29viserdispersjonentilNewmark-skjemaetgittvedparametreneh)vedulike
valgavtidssteg.Denbesteapproksimasjonenavimpulsenseesidetteeksempeletaopp-
nasnart =t
CFL
=2,dert
CFL
tilfredsstillerCFL-betingelsen.Lengretidsstegmedfrer
atkorteblgelengderfarlavereforplantningshastighetennlangeblgelengder,ogdenne
numeriskedispersjonenkermedtidsstegenslengde.Korteretidsstegennt
CFL
=2medf-
reratkorteblgelengderforplantesraskereennlange,ogdispersjonenkermedkortere
tidssteg.Detidligerenevntekortvarigehyfrekventetransientenerundtkorteblgekom-
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Figur6.29:Impuls-responsentilNewmark-skjemaetbasertpaparametreneh),gittved =
1=2og = 1=4.Skalaenpax-aksenerblokknummerfra0 128 langskanalen,ogy-aksen
erskalertforakustisktrykkibar.Gittent
CFL
somtilfredsstillerCFL-betingelsen,svarer
debenyttedetidsstegenetilhenholdsvist
CFL
 2 (versttilvenstre),t
CFL
(versttil
hyre),t
CFL
=2 (nedersttilvenstre),t
CFL
=4 (nedersttilhyre).Sistnevnteertrukket
noe<tilbakeitid> forafamedhyfrekventeoscillasjonerforan.
ponenterkantydeligseesigur6.29,iformavirregulremnstredertetthetenavkorte
blgererstrst.
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Impulserogdemping
Newmark-skjemaetgittvedparametreneh)i4.25skaliutgangspunktetvreutennu-
meriskdemping,ettersom = 1=2.Eneventuellkningavverdienfor skalkeden
numeriskedempingenmedkendelengdepatidsstegene,sombeskrevetiseksjon4.7.3.
Tokutgangspunktiskjemah)ogkte trinnvisforaforskeaminimereoscillasjoneneog
styensomkanobserveresomkringimpulseneigur6.29.Parameterenbleendrettil-
svarende,foratilfredsstillekravene(4.30)tilubetingetstabilitet.Dendrivendefunksjonen
varenimpuls(gur6.28),ogresultatetervistigur6.30.Resultatenetyderpaatnyak-
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Figur6.30:Impuls-responsentildempede,menubetingetstabileNewmark-skjemaer,ba-
sertpaparametrene = 0:51og = 0:255 (versttilvenstre), = 0:53og = 0:2652
(versttilhyre), = 0:55og = 0:2756 (nedersttilvenstre), = 0:60og = 0:3025
(nedersttilhyre).Gittent
CFL
somtilfredsstillerCFL-betingelsen,svarerdebenyttede
tidsstegenetilt
CFL
=2,oglsningeneervistetter230 tidssteg.
tighetvedapproksimeringavimpulserkreverforsiktigomgangmednumeriskdemping.
Deninitiellepulsenhaddeenamplitudepa1 10
 3
,eller10 10
 4
forabrukegurens
amplitudeskala.Vedtidsstegtilsvarendet
CFL
=2kandetseesavnedrevenstrelsningi
gur6.29atetskjemautennumeriskdempinggirenvissreduksjoniimpulsensamplitu-
deetter230 tidssteg,hovedsakeligpagrunnavlittdispersjon.Tilsammenlikningutviser
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detilsvarendelsningeneigur6.30betrakteligstrredempingavhyfrekventekompo-
nenter,ogderveddempesogsaimpulsen.Serdessutenatblgefronten<smresutover>
littforhverttidssteg,avhengigavdevalgteparametrene.
GradenavdempingkaniNewmarksmetodetilpassesproblemet,ogenverdifor er
ikkendvendigvisoptimalforallekombinasjoneravtidssteg,elementstrrelseogdriven-
defunksjon.Figur6.31viserdempingenavhyfrekventeoscillasjonerved 2 [0:25; 1:0],
oggur6.32visermerdetaljertdempingenved 2 [0:5; 0:6],med ibeggetilfellergitt
ved
 =
1
4

1
2
+ 

2
;
slikatkravene(4.30)tilubetingetstabiliteteroppfylt.Idevisteeksemplenekandemping-
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Figur6.31:Variasjonavblgekomponentenesrelativeamplitudejjmedc
m
t=
m
for 2
[0:25; 1:0].
enavkomponenteneseesavreenulinerfunksjonavblgelengdenforetgitttidssteg,
ogfremtrerigurene6.31og6.32somen<terskling>derogtilhrendedenererters-
kelensasymptotiske<bratthet>ogmaksimummedhensynpademping.Ettersomlsnin-
genmultipliseresmedenfaktorgittvedjjforhverttidssteg,vilhverfrekvenskomponent
dempeseksponensieltmeddentilhrendejj.
Zienkewics[69]nevneratskjemaermednumeriskdempingskarakteristikksomvisti
gur6.31og6.32oftekombineresmedmegetkortetidssteg,istrrelsesordenc
m
t=
m
=
10
 1
,foraminimeredempingenavrelevanteblgelengder.Dettekreverriktignoksvrt
mangetidsstegogdervedtidkrevendesimuleringer,menkanvreaktueltforlsninger
medforholdsvislangeblgelengder.Eteksempelpaenslikteknikkanvendtpaenimpuls-
approksimasjonervistigur6.33.Detteogforegaendeeksemplerviseratsvrtkorte
tidsstegresultererikraftigdispersjon,ogteknikkengirderforikkegoderesultaterved
approksimasjonavbredspektrede,sammensatteblgelsninger.
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Figur6.32:Variasjonavblgekomponentenesrelativeamplitudejjmedc
m
t=
m
for 2
[0:5; 0:6].Merkforskjelleniskaleringfragurenover.
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Figur6.33:Impuls-responsentiletdempet,menubetingetstabiltNewmark-skjemaba-
sertpaparametrene = 0:6og = 0:3025,medtidsstegtilsvarendet
CFL
=10etter500
tidssteg(venstre),ogt
CFL
=20etter1000 tidssteg(hyre).
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6.5.3 Konvergens
Prinsippetomskalerbarhetiakustikken[54]sieratdetforethvertlinertakustisksystem
kankonstrueresetnyttlinertsystemavenannenstrrelsesordenmedtilsvarendeegen-
skaper,forutsattatlydensblgelengdeendresproporsjonaltmedskaleringen.Deeste
akustiskeproblemeneidenneoppgavenerlstoveretdomenemedkarakteristiskstr-
relsepa1m,menerfulltskalerbare.Ensamtidigforningavberegningsgitteretitidog
romkanderforogsabetraktessomenrelativoppskaleringavdetakustiskedomenet,med
tilhrendeoppskaleringavfrekvenskomponentenesblgelengder.Fraseksjon6.5,ogspe-
sieltavsnitt6.5.2,kandetseesatdettevilkenyaktigheten,srligvedapproksimering
avhyfrekventeblgekomponenter.Detteseesogsaavblgefrontenigur6.34,somblir
bratterevednereberegningsgitter.Oscillasjonenebakblgefronten,idetforegaendevist
avreresultatavnumeriskdispersjon,blirogsamerhyfrekvente.
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Figur6.34:Step-responsentilNewmark-skjemaetbasertpaparametreneh),utennumerisk
demping,mednereognereberegningsgitter,ogtilsvarendetidsstegt
CFL
somtilfreds-
stillerCFL-betingelsen.Domeneter1m langtix-retning,diskretisertvedelementmetoden.
Elementeneertetraedregruppertilikesideteblokker,meddimensjonh = 1=16m (verst
tilvenstre),h = 1=32m (versttilhyre),h = 1=64m (nedersttilvenstre)ogh = 1=128m
(nedersttilhyre).
Kapittel7
Testeksempel
Dennumeriskemetodenbeskrevetidenneoppgavenermegeteksibel,ogkantilpas-
sesogsasvrtavanserteproblemstillinger.Kompleksegeometrierertidkrevendeadisk-
retiseremanuelt,ogFRONTSIM(seseksjon5.1)harethjelpeverktyiformavenpre-
prosessorderberegningsgitteretkanbyggesoppinteraktivt.Spesisererdafrstx-,y-og
z-dimensjonenetilet<ytre> rektangulrtdomene,ogoppdelingeniantallblokkerihver
akseretning.Deretterkanstrreseksjoner<fjernes> fradomenetveddekoplingavdetilh-
rendeelementeneslokalnoderfraberegningsgitteret,ograndenjusteresslikatelementene
inngarsomdelavdenne.
Elementmetodentillaterirregulreelementer,menharitidligerekapitlervistatogsa
ubetingetstabilemetoderkreverattidsstegeneavpassestilelementstrrelsenidetromlige
beregningsnettet,foraminimeredispersjonen.Elementstrrelsenbrderforvremest
mulighomogen,medirregulreelementerforbeholdteventuellenjusteringer.
7.1 Diskretiseringavetkomplisertvolum
Tokutgangspunktietsettarkitekttegninger(seAppendiks9.2)overStoreSaliOsloKonsert-
husforademonstrereenpraktiskanvendelseavdennumeriskemetoden.Salensinter-
negeometrierirregulr,mensymmetriskomlengdeaksen.Dennesymmetrienkunne
vrtutnyttetdersomsimuleringenevarkortenoktilaunngaspurisereeksjonerfra
deneventuelle<kunstige>sentrerterandaten,ellerdersombetingelsenepadennerand-
atenkunnespesiseresslikatatenikkereekterte(seavsnittetomrandbetingelseri
seksjon2.5).Randbetingelsenevaridennemodellengittved@p=@~n = 0,angitti(4.2),som
innebrerfullstendigreekterenderand.nsketdessutenakunnesimulereoverlange
tidsintervaller,slikatoppbyggingenavstaendeblgerkunnestuderes.Valgtederforala
beregningsgitteretomfattehelesalensvolum.
Strstelengde,breddeoghydeisalenvarhenholdsvis53:2m45:8m15:3m.Nrme-
reunderskelseravsalensgeometrivisteatdenihygradvarbasertpavertikaleseksjoner
medlengde0:9m,ogavregularitetshensyn(seover)blelikesideteblokkermedsidelengde
h = 0:9m funnetagiengodrepresentasjon.Bruttoantallblokkerforaomfattehelevolum-
etvardermed595117 = 51:153,tilsvarende56:160noder.Blokkeravdennestrrelses-
ordenbegrensetmodelleringentildetrenedersteoktavene
1
avdethrbarespekteret,et-
tersomdiskretiseringsfeilenkernarblgekomponenteneskalrepresenteresmedrelativt
1
1oktavangiretforholdmellomfrekvenserpa1 : 2.
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fanodepunkter,sombeskrevetiseksjon6.5.2.Envregrensekanf.eks.estimeresveda
tautgangspunktifrekvenskomponentermedblgelengde
min
= 2h,somerdekorteste
somkanrepresenteresiberegningsgitteret(seseksjon6.5.2).Seravdetteatdenvregren-
sengarvedf
max
= c=
min
= 191Hz,dersomfasehastighetenc = 344m=s.Ettilsvarende
regnestykkeviseratenhalveringavblokkstrrelsen,medtilhrendef
max
= 382Hz,ville
ktbruttoantallnodertil428:995,ogenytterligerehalvering,medf
max
= 764Hz,ville
resultertibrutto3:352:356noder.Valgteenblokkstrrelsepa0:9m idetteeksempeletfora
holdeprosesseringstidennede(TSChargjortforskmedlikningssystemeravstrrelses-
orden10
6
,menslikesimuleringerermegettid-ogplasskrevende).
VedhjelpavpreprosessorentilFRONTSIMkunneberegningsgitterettilpassessalens
geometri.<Fjernet>frstseksjoneravblokkerfraberegningsgitteretinteraktivt,slikatsi-
mulatorenunderkjringenvilledekopledetilhrendelokalnodeneogjustereranden,som
beskrevetiinnledningentildettekapittelet.Antallet<aktive>blokkerblepadenmaten
reduserttil28:387.Justertetilslutthellingenparandatensomtilsvartedetskragulvet
medseter,kalt<parkett>pategningeneiappendiks9.2,oginterpolerteoppoverigitte-
retforabevareregularitetenbestmulig.Detresulterendeberegningsgitteretkanseesav
gurene7.1,7.2og7.3.
Figur7.1:LengdesnittgjennommidtenavberegningsgitteretforKonserthusetsStoreSal.
7.2 Resultaterogpresentasjon
Visualiseringavlydtrykksforlpikomplisertetredimensjonalevolumerkrevergodeverk-
ty.HaridenneoppgaveniallhovedsakanvendtMATLABfordetteformalet,menverk-
tyeneherharklarebegrensningervedirregulreberegningsgitteremedkompilserteren-
der,somidetteeksempelet.HarderforhervalgtabenytteFRONTSIMspostprosessor,som
kanplotteberegningsgitteretpablokkformogvisualiseretrykketoverdette.Helegitteret
kanvises,somigurene7.2og7.3,menmankanogsaskilleuthorisontaleellervertikale
seksjoner,somigur7.1.
7.2.1 Impuls
Impulsfunksjonen(6.28)somdrivendefunksjonientrykkildegirlsningersomifysisk
forstandbestkansammenliknesmedsmelletfraf.eks.etpistolskudd.Vedvisualiseringer
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Figur7.2:BeregningsgitteretforKonserthusetsStoreSalsettnedenfraiulikevinkler.
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Figur7.3:BeregningsgitteretforKonserthusetsStoreSalsettovenfraiulikevinkler.
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kandettegienklartdenertogkortvarigblgefrontsomkanforstasforholdsvisintui-
tivt.Detnumeriskeskjemaetanvendtvedlsingmedhensynpaimpulservarbasertpa
parametrene = 0:53og = 0:2652,somilsningenvistversttilhyreigur6.30.
Skjemaetkjennetegnesvedsvaknumeriskdemping,ogblevalgtforadempehyfrekven-
teoscillasjonersomskyldesnumeriskdispersjonogsty.Gittent
CFL
somtilfredsstiller
CFL-betingelsen,svartedevalgtetidsstegenetilt
CFL
=2,foramaksimerenyaktigheten.
Figur7.4visernoenresultaterfraensimuleringbasertpaenimpulsfraentrykkilde,
visualisertvedkotekurveroverenhorisontalseksjonavblokker.Seksjonenervalgtca.
1:8movergulvplanet,omtrentihodehydeforenstaendeperson.Observereratreek-
sjonenedannersuksessivtmerkomplisertemnstre,ogattolkningenetterhvertblirsvrt
krevende.Reeksjonerfragulvatermedulikhydeinterfererermedreeksjonerfrade
irregulreveggene,ogetterhvertogsataket.Eventuellestudierforutsetterdermedunder-
skelseavenrekkeplanogsnitt,kombinertmedhelevolumet,somvistigurene7.5og
7.6.Volumenegirbedreinnblikkitrykkfordelingenoverereplan.
Observerernoehyerefasehastighetlangsendiagonaligitteretisamtligegurerba-
sertpaimpulsfunksjonen.Detteerennumeriskfeilknyttettilberegningsgitteretsstruktur,
sombeskrevetiseksjon6.4.
7.2.2 Lavfrekventsinus
Lavfrekventesinusoidalefunksjonersomdrivendefunksjonientrykkildekanvedpass-
endevalgavkildeplasseringogfrekvensdannemnstreavstaendeblgerivolumet,som
beskrevetiseksjonene2.3og6.3.4.Ietstort,irregulrtvolumsomStoreSalvilbaremeget
lavefrekvenserdannegjenkjenneligemnstre.
Benyttetigjenentilnrmingderkildenodenifysiskforstandkanbetraktessomen
tenktapningmotetlangtstrrevolumdertrykketvarierermedtiden.Langsakseretninge-
nevilderesulterendelsningenederforvresammenliknbaremedmidtersterad(<

Apent
{Lukket>)igur2.4.Valgtemeddetteutgangspunktabenytte11:9Hz sinus,somveden
passendekildeplasseringpapodietskulledanneenklemnstre.Frekvensenerunderh-
regrensen,menmultipleravdennekanogsatenkesadannemnstreavstaendeblger.
Detnumeriskeskjemaetvarsomvedimpulslsningeneover,mendevalgtetidsstegene
svartetilt
CFL
,avhensyntilprosesseringstidenforsastoresimuleringer.
Figurene7.7og7.8visersuksessivtnoenresultaterfraensimuleringbasertpaenen
11:9Hz sinusfraen4-noderstrykkilde,visualisertvedkotekurveroverenhorisontalsek-
sjonavblokker.Seksjonenerigjenvalgtca.1:8movergulvplanet,ogtidspunkteneigu-
reneervalgtutfrahenholdsvisamplitudemaksimaog-minimafordensinusoidalefunk-
sjonenitrykkilden.Kanobserveredannelsenavmnstreavstaendeblger,dermnstrene
etterhvertgjentasperiodiskmedenfrekvenssomsvarertildendrivendefunksjonens.Vo-
lumeneigurene7.9og7.10giretinntrykkavtrykkfordelingenlangstakoggulvisalen,
ogviserhvordandelavfrekventestaendeblgenedannertydeligemnstreuansettomvo-
lumeterirregulrt.Figurene7.9og7.10kanogsavisesifarger,derfargenevisertrykket
ihverblokk,somangittienfargeskalapasidenavgurene.Fargeutskrifteneervedlagt
denneoppgaven.
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Figur7.4:Kotekurverforakustisktrykkietxy-snitt1:8movergulvetiKonsertsalen.Fire
uliketidspunkter, t = 15:7ms,41:9ms,62:8ms og86:3ms (fravenstre,verst),etteren
impulsfraen2-noderstrykkildepapodiet.
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Figur7.5:KotekurverforakustisktrykkovergulvetihelevolumetavKonsertsalen,sett
fraundersiden.Tidspunktt = 41:9msetterenimpulsfraen2-noderstrykkildepapodiet.
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Figur7.6:Somforrigegur,meniettidspunktt = 62:8msetterimpulsen.
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Figur7.7:Kotekurverforakustisktrykkietxy-snitt1:8movergulvetiKonsertsalen.Fire
uliketidspunkter,t = 20:9ms,62:8ms,83:7msog104:6ms(fravenstre,verst),med11:9Hz
sinusfraen4-noderstrykkildepapodiet.
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Figur7.8:Somforrigegur.Fireuliketidspunkter, t = 125:6ms,146:5ms,167:4ms og
188:4ms (fravenstre,verst).
92 KAPITTEL7.TESTEKSEMPEL
Konsertsal
Pressure
Step     48
Time      0.13
Figur7.9:KotekurverforakustisktrykkovergulvetihelevolumetavKonsertsalen,settfra
oversiden.Tidspunktt = 125:6ms,med11:9Hzsinusfraen4-noderstrykkildepapodiet.
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Figur7.10:Somforrigegur,mensettfraundersiden.
Kapittel8
Konklusjon
Blgelikningenharmangepotensielleanvendelser,ogakustikkutgjrbareenlitendel.
Likevelervitenskapenomlydoglydblgeretomfattendefagfelt,somidagersolidteore-
tiskfundert.Ulikeformerformatematiskmodelleringfarbredomtaleilitteraturen,men
studieravakustiskefelterivskeroggasservedhjelpavelementmetoderertilnafor-
holdsvisliteutbredt.Publisertearbeidererdessutengjernebasertpaakustiskeproblem-
stillingersomkanuttrykkesvedtidsinvarianteelliptiskedifferensiallikninger.Denneopp-
gavenertenktaskulleleggeetgrunnlagforviderearbeidmedutgangspunktidenmer
generelletredimensjonaleblgelikningen,idenhensiktagibedreforstaelseavakustiske
egenskaperogfenomener,ogsaitidsdomenet.
8.1 Oppsummering
Harvistenrekkenumeriskelsningerberegnetvedhjelpavetprogramsomlseren
diskretisert,lineroghomogenakustiskblgelikningoveretberegningsgittersomom-
fattertreromdimensjonerogtid.Dendiskretisertelikningenblelstoverluftvolumermed
geometriavvarierendekompleksitet,avgrensetavreekterenderandater.Benyttetenkle
numeriskekildermedbadeperiodiskeogdiskontinuerligedrivendefunksjoner.
Ensystematiskuttestinggavetfornuftiggrunnlagforavurderemetodensnyaktighet.
Denumeriskelsningenebleideestetilfellervistavrerimeligkonsistenteiforholdtil
tilsvarendeanalytiske,ogkvalitativerimelighetsvurderingertyderpaatlsningeneogsa
erkonsistentevedmerkompliserteproblemstillinger,utenatdettelikevelkananseessom
bevist.
Hyfrekventeblgekomponenterermestkrevendeabehandlenumerisk.Diskretiserings-
feilenvedhyerefrekvenserviltypiskvrestrrefordiblgekomponenteneskalrepre-
senteresvedbrukavfrrenodepunkter.Forningavberegningsgitteretitidogromkan
kenyaktigheten,medenordensomavhengeravinterpolasjonensorden.Idenneopp-
gavenktenyaktighetenitesteksemplenemedlavereordenennteorienskulletilsi.Dette
kanhasammenhengmeddevalgteinitialbetingelsene,samtsimulatorensnyaktighetved
genereringavstartvektorene.
Nyaktighetvedapproksimeringavdiskontinuerligeblgefunksjonerkreverbegrenset
brukavnumeriskdemping,foraunngaatblgefronten<smres>utoverforhverttids-
steg.
Observerteennoeusymmetrisknumerisktransporthastighetiberegningsgitteret,tro-
ligknyttettilgitteretsstruktur,sompregesavenusymmetriskdiagonalkoplingmellom
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nodene.
Denvalgtemetodenfortidsdiskretiseringgavimplisitteskjemaermedparameterrelatert
stabilitet,nyaktighetognumeriskdemping.Transientanalyser,basertpastep-ogimpuls-
funksjoner,gavimangetilfellerennyttigkarakteriseringavdeulikeskjemaenesegen-
skaper.Karakteriseringenkunnedannegrunnlagforvalgavparametretilpassetengitt
problemstilling.
Resultatenegavikkegrunnlagforaforetrekkebetingetstabileskjemaeriimplemen-
tasjonenrelaterttildenneoppgaven.Eneksplisittformkunnegitteneffektivitetsgevinst,
mentestingenavdebetingetstabileimplisitteskjemaenetydetpaatdekrevdekortere
tidsstegenneffektivitets-ognyaktighetsmessigoptimalt.
Ubetingetstabilitetkanipraksisvreenstorfordeldersomrom-diskretiseringener
irregulr,mentidsstegenebruansettavpassestilelementstrrelsenforaminimereden
numeriskedispersjonen.Beregningsgitteretbravsammearsakvremestmulighomo-
gent,medirregulreelementerforbeholdtndvendigenjusteringer.
8.2 Viderearbeid
Denneoppgavenharstatusavavreetforarbeidmedhensynpaeneventuellutvidelse
avTSCsprogrampakke,slikatdenogsakanomfattemodelleringavakustiskeproblem-
stillinger.Implementasjonenerelaterttildenneoppgavenblesaledesbasertpaetmini-
mumavglobaleendringeripakken,ogtokutgangspunktialleredeeksisterendepre-og
postprosesseringsverkty.Nyereversjonerleggervilkarenebedretilretteformeravan-
sertmodellering,meneventuellespesielttilpassedeapplikasjonerkanutvidemulighetene
ytterligere.
Isrdeleshetbrdetnevnesatdagensversjonavsimulatorentillatererevariablei
hvertnodepunkt.Detteinnebreratblgelikningenkanlsessometsystemavfrste-
ordenslikninger,eventueltbasertdirektepabevegelses-ogkontinuitetslikningene,slik
atkjentestabileognyaktigemetoderkananvendes.Lsningerbasertpaetsliktsystem
kunnegittbadetrykketoghastighetsvektoreniallenodepunkter,ogdervedkunneogsa
intensitetogakustiskimpedansvisualiseres.
Ensimulatorbasertpaeneventuelldiskretiseringaveninhomogenblgelikningville
gjortdetmuligamodellereenergitransport,oghaddedervedapnetformeravansertekilder
ograndbetingelser,inklusiveabsorpsjon.
Detkantilsluttnevnesatdetkunnevrthensiktsmessigatillatevisualiseringav
lsningenesamplitudeuttryktidesibel(dB),somermyeanvendtiakustikken.Eventu-
ellesammenlikningermedreellemaleresultater,oftegittidesibel,vilkunnedannebedre
grunnlagforvurderingervedrrendemetodensfysiskerelevans.
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Kapittel9
Appendiks
9.1 Notasjon
Foraunngaaltforkomplisertindekseringogobskurenorskeoggreskebokstaverharjeg
hovedsakeligbestrevetkonsistentnotasjonbareinnenforhvertkapittel.Ettersomkapitle-
neomhandlerrelativtselvstendigeproblemstillinger,trorjegikkedetskulleoppstauklar-
heter.Hardessutenforsktaflgeinternasjonalestandardiseringsregler[53]forstrrelser
ogenheter.
9.1.1 Notasjon,kapittel3
Notasjon Beskrivelse SI-enhet
p
0
Likevektstrykk Pa
p
0
Trykkperturbasjon Pa
p = p
0
+ p
0
Instantanttrykk/totaltrykk Pa

0
Likevektstetthet kg=m
3

0
Tetthetperturbasjon kg=m
3
 = 
0
+ 
0
Instantanttetthet/totaltetthet kg=m
3
U = (u; v; w) Hastighetskomponenteri(x; y; z)-retning m=s
i; j;k Enhetsvektoreri(x; y; z)-retning
T Temperatur K
K Adiabatiskkompresjonsmodul Pa
s Kondensasjon kg=m
3
c Fasehastighet/lydhastighet m=s
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9.1.2 Notasjon,kapittel4
Notasjon Beskrivelse

 3D-domeneiEuklidskrom
  Randatesomavgrenser

I Tidsdomenet(0; T ]
 Rom-tids-domenet
 I
 Randatesomavgrenser
K Tetraederelement
T
h
MengdenavalleK
x; y; z Romkoordinater
t Tidskoordinat
t Tidsintervall
c Fasehastighet/lydhastighet
V;W Testfunksjoner
U(x; y; z; t) Funksjonsomtilfredsstillerblgelikningen
U
h
DiskretisertU
h Elementetskarakteristiskestrrelse
D Determinant
d
ij
Subdeterminant
'
i
Basisfunksjonovernodei
M Globalmassematrise
S Globalstivhetsmatrise
M
K
MassematrisentilelementetK
S
K
StivhetsmatrisentilelementetK

i
Koefsient|verdienavU
h
inodei
, ParametretilNewmarksskjema
! Egenverdi
 Egenvektor
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9.1.3 Notasjon,kapittel6
Notasjon Beskrivelse
x; y; z Romkoordinater
t Tidskoordinat
t Tidsintervall
r Radienisfriskeogsylindriskekoordinater
c Fasehastighet/lydhastighet
h Elementetskarakteristiskestrrelse
L Domenetslengde
L
x
,L
y
,L
z
Domenetslengdeihhv.x-,y-ogz-retning,
U(x; y; z; t) Funksjonsomtilfredsstillerblgelikningen
U
h
DiskretisertU
u Partikkelhastighet,analytisk
p Akustisktrykk,analytisk
p

Akustisktrykk,numerisk
p
ref
Referansetrykk
 Tetthet,analytisk
, ParametretilNewmarksskjema
A,B Amplitude(kompleksekonstanter)
 Relativamplitude(kompleks)
f Frekvens
T Periode
! Vinkelfrekvens
 Blgelengde
k Blgetall
n
T
Antalltidsstegienperiode
N Antallblokkeridomenetsx-retning
9.2 KonserthusetsStoreSal
Figurene9.1og9.2viserarkitekttegningenesomberegningsgitteretiseksjon7.1erbasert
pa.
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Figur9.2:KonserthusetsStoreSal
